
 



Dados Internacionais de Catalogação-na-Publicação (CIP)  
Divisão de Informação e Documentação  
Santos, Davi Antônio 
   Estimação de atitude e velocidade angular de satélites utilizando medidas do campo geomagnético e da direção 
do Sol / Davi Antônio dos Santos.  
São José dos Campos, 2008. 
  138f. 
 
   Tese de mestrado – Curso de Engenharia Eletrônica e Computação. Área de Sistemas e Controle –  
Instituto Tecnológico de Aeronáutica, 2008. Orientador: Dr. Jacques Waldmann. 
 
   1. Estimação de atitude.  2. Estimação de velocidade angular.  3. Filtro de Kalman unscented.  I. Comando-
Geral de Tecnologia Aeroespacial. Instituto Tecnológico de Aeronáutica. Divisão de Engenharia Eletrônica. 
II.Título 
 

 
 
 
 

REFERÊNCIA BIBLIOGRÁFICA 
 
Santos, Davi Antônio. Estimação de atitude e velocidade angular de satélites utilizando 
medidas do campo geomagnético e da direção do Sol. 2008. 138f. Tese de mestrado em 
Sistemas e Controle – Instituto Tecnológico de Aeronáutica, São José dos Campos. 
 
 
 
 
CESSÃO DE DIREITOS 
 
NOME DO AUTOR: Davi Antônio dos Santos 
TÍTULO DO TRABALHO: Estimação de atitude e velocidade angular de satélites utilizando 
medidas do campo geomagnético e da direção do Sol 
TIPO DO TRABALHO/ANO: Tese /2008 
 
 
É concedida ao Instituto Tecnológico de Aeronáutica permissão para reproduzir cópias desta 
tese e para emprestar ou vender cópias somente para propósitos acadêmicos e científicos. O 
autor reserva outros direitos de publicação e nenhuma parte desta tese pode ser reproduzida 
sem a autorização do autor. 
 
 
 
 
___________________________    
Davi Antônio dos Santos      
Instituto Tecnológico de Aeronáutica – ITA 
Divisão de Engenharia Eletrônica – Sala 194 
Pça. Mal-do-Ar Eduardo Gomes, 50 – Vl. Acácias 
12228-900 – São José dos Campos – SP 
  
 



 
ESTIMAÇÃO DE ATITUDE E VELOCIDADE ANGULAR DE 

SATÉLITES UTILIZANDO MEDIDAS DO CAMPO 

GEOMAGNÉTICO E DA DIREÇÃO DO SOL 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

Davi Antônio dos Santos  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Composição da Banca Examinadora:  
 
Prof.   Dr. Karl Heinz Kienitz Presidente – ITA 
Prof.   Dr. Jacques Waldmann Orientador – ITA 
Prof.   Dr. Marcelo Gomes da Silva Bruno - ITA 
   Dr. Hélio Koiti Kuga - INPE 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

ITA 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

Aos meus pais: Antônio e Filomena. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



AGRADECIMENTOS 

Agradeço a Deus por ter me dado capacidade, oportunidade e motivação para realizar esse 

trabalho. Agradeço a meus pais por sempre me incentivarem e me apoiarem em minhas 

decisões. Agradeço aos meus colegas (que também são meus amigos), os quais foram 

companhia nos momentos difíceis e também nos momentos alegres. Agradeço ao prof. 

Jacques Waldmann que se dispôs a me orientar e me deu a oportunidade de participar do 

projeto ITASAT. Agradeço ao Instituto Tecnológico de Aeronáutica por fornecer-me a 

estrutura necessária para desenvolver este trabalho. Agradeço ao auxílio financeiro fornecido 

pelo projeto ITASAT.  

  

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

Por tanto amor, por tanta emoção  
A vida me fez assim 

Doce ou atroz, manso ou feroz 
Eu, caçador de mim ... 

(Milton Nascimento) 

 

 

 

 

 

 



RESUMO 

 

Um Sistema de Controle de Atitude (SCA) requer estimativas da atitude e velocidade 

angular em tempo real para que, em malha fechada, ele possa corrigir o apontamento do 

satélite conforme desejado. Essas estimativas são produzidas por um Sistema de 

Determinação de Atitude (SDA), o qual se constitui basicamente de sensores e de métodos de 

estimação. O desenvolvimento de satélites de baixo custo motiva pesquisas sobre métodos 

que possibilitam a estimação de atitude e velocidade angular tendo em vista o uso de medidas 

apenas de sensores de atitude, evitando-se o emprego de girômetros. Sensor solar e 

magnetômetro são sensores de atitude comumente utilizados por apresentarem baixo consumo 

de energia, ocuparem pouco espaço, serem leves e baratos. O presente trabalho tem por objeto 

revisar métodos de estimação baseados no filtro de Kalman estendido (EKF) e propor, com o 

intento de investigação, métodos semelhantes baseados no filtro de Kalman unscented (UKF). 

Adicionalmente, propõe-se ao final um SDA autônomo para satélites de baixo custo, 

estabilizados por rotação ou controlados em 3 eixos, que se movem em órbitas terrestres 

baixas e embarcam magnetômetro e sensores solares. Os estimadores desse sistema são 

avaliados com dados simulados. Os resultados indicam que o conjunto de sensores que se 

pretende utilizar no satélite universitário ITASAT produz estimativas que divergem durante 

movimentos angulares lentos em períodos de eclipse solar. Dessa forma, o controle de atitude 

em 3 eixos baseado nas estimativas de atitude e de velocidade angular produzidas pelo SDA 

proposto deve ser avaliado cautelosamente para que, mesmo em períodos de eclipse, seja 

capaz de prover segurança térmica cumprindo com a restrição de ortogonalidade entre o eixo 

de simetria do satélite e a direção do Sol. Os resultados obtidos serão utilizados no SDA do 

satélite ITASAT em desenvolvimento no ITA sob a égide da Agência Espacial Brasileira.          



ABSTRACT 

 

An Attitude Control System (SCA) capable of orienting an artificial satellite during its 

entire life cycle is essential. An SCA requires real-time attitude and angular velocity 

estimates, which are used in a control law designed to correct the satellite orientation 

according to a desired setpoint. Such estimates are produced by an Attitude Determination 

System (SDA), basically composed of sensors and estimation methods. The increasing 

interest for low-budget satellite designs has recently motivated research in attitude and 

angular velocity estimation considering measurements from attitude sensors only, and 

dispensing with the use of rate gyros. Sun sensor and magnetometer are examples of 

commonly used attitude sensors. They are small, lightweight, inexpensive and consume little 

energy; such are the features that make them most attractive. The goal of this dissertation is to 

review estimation methods based on the extended Kalman filter (EKF), and to propose and 

investigate novel formulations that rely on the unscented Kalman filter (UKF). Additionally, 

an autonomous SDA is proposed for low-budget, low-earth orbit, either spin stabilized or 3-

axis controlled satellites with onboard magnetometer and sun sensors. All estimators are 

tested against synthetic sensor data. The results indicate that the sensor suite intended for use 

onboard ITASAT provides diverging estimates during slow angular motion as the satellite 

undergoes the eclipse interval in every orbit. Thus, closed-loop 3-axis control during the 

eclipse intervals based on attitude and angular velocity estimates should be weighted carefully 

against thermal safety considerations that impose the orthogonality constraint between 

ITASAT’s symmetry axis and the direction of the Sun. This dissertation is part of the 

presently undergoing effort to design ITASAT – ITA’s university satellite – under the 

auspices of the Brazilian Space Agency. 
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t௞ א T, onde T é o domínio da seqüência. Quando a dimensão do VA 

estiver subentendida, simplifica-se essa notação por ሼܠ௞ሽ. 
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1 INTRODUÇÃO 

m Sistema de Controle de Atitude (SCA) é requerido pela maioria dos satélites, os 

quais necessitam orientar adequadamente painéis solares, antenas, dissipadores de 

calor, propulsores para manobra orbital, câmera, etc. O SCA, como qualquer sistema de 

controle em malha fechada, requer o conhecimento do estado do sistema, nesse caso a atitude, 

para que um sinal de controle possa ser calculado objetivando manter esse estado do veículo 

ou seguir uma trajetória desejada (Shinners, 1998). O conhecimento da atitude do sistema é 

obtido a partir de dados de sensores através de um Sistema de Determinação de Atitude 

(SDA). 

Há uma tendência recente a se desenvolver satélites pequenos, leves e de baixo custo 

(Azor et al., 2001). Como exemplos, citam-se os satélites universitários: AAU CUBESAT 

(Krogh e Schreder, 2002), NCUBE (Svartveit, 2003) e Orsted (Wisniewski, 2000). Sensores 

comumente utilizados por SDA’s de satélites com essas características são o magnetômetro e 

o sensor solar, que são dispositivos com características coerentes com as de um satélite de 

baixo custo. Embora tais satélites geralmente não utilizem girômetros, informação sobre 

velocidade angular é freqüentemente requerida para fins de controle e propagação de atitude 

(Azor et al., 1998), sendo então necessário estimá-la a partir dos sensores de atitude 

disponíveis.   

Este trabalho é motivado pelo projeto do satélite universitário ITASAT. O ITASAT – 

ilustrado na Figura 1.1 – terá embarcado três sensores solares de 2 eixos (SS1, SS2 e SS3) e um 

magnetômetro de 3 eixos (SM). Pretende-se que sua missão contenha três estágios. O 

primeiro consiste na fase operacional, na qual o satélite terá sua atitude estabilizada por 

rotação. Nessa fase, o ITASAT operará como um satélite de coleta de dados. O segundo 

estágio consiste na fase experimental, na qual a estabilização será em 3 eixos. O terceiro é 
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igual ao primeiro. Em ambos os estágios o satélite será controlado por meio de magneto-

torqueadores de forma a cumprir com o requisito de segurança térmica que consiste em 

manter a ortogonalidade entre o eixo de simetria com maior momento de inércia do satélite e 

a direção do Sol. O ITASAT apresentará uma massa de 73,6 kg, terá formato de um 

paralelepípedo com dimensões 700x700x650 mm e ocupará uma órbita circular com 750 km 

de altitude e 25º de inclinação. 

 

Figura 1.1 Sensores do satélite ITASAT. 

A seção 1.1 faz uma revisão bibliográfica expondo o estado da arte a partir do qual se 

estabelecem os objetivos apresentados na seção 1.2. A seção 1.3 apresenta as contribuições do 

trabalho. Por fim, a seção 1.4 apresenta a organização do texto. 
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1.1  Revisão bibliográfica 

Em seguida, faz-se uma revisão bibliográfica relativa aos métodos de estimação de 

atitude e velocidade angular a partir de medidas vetoriais, que são os assuntos enfocados no 

trabalho. Assuntos relacionados a análise de missões, úteis principalmente em etapas iniciais 

de projetos de satélites, são encontrados em Larson e Wertz (1999). Textos básicos sobre 

dinâmica de satélite são encontrados em Wiesel (1997) e em Kaplan (1976). Wertz (1978) 

trata de diversas peculiaridades relacionadas ao problema de determinação e controle de 

atitude de satélites. 

A atitude em 3 eixos de um sistema de coordenadas Cartesianas (SCC) fixo ao corpo 

do satélite em relação a um SCC de referência pode ser representada de diversas formas. 

Revisões sobre representações de atitude são encontradas em Wertz (1978) e em Shuster 

(1993). As cinco formas de representação mais populares são os ângulos de Euler, o quatérnio 

de rotação, a matriz de cossenos diretores (DCM), o vetor de Euler e os parâmetros de 

Rodriguez (ou vetor de Gibbs). 

Uma revisão bibliográfica sobre o problema de filtragem aplicado a sistemas não-

lineares é apresentada no capítulo 2, onde são detalhados o filtro de Kalman estendido e o 

filtro de Kalman unscented (UKF). 

1.1.1 Estimação de atitude em 3 eixos 

O estudo sobre estimação de atitude de veículos espaciais originou-se por volta de 

1957, quando teve início a exploração espacial com o lançamento do Sputnik. Wertz (1978) 

revisa os primeiros métodos de estimação de atitude em 3 eixos, classificando-os como 

métodos determinísticos e métodos de estimação de estado. Neste trabalho, tais abordagens 

serão respectivamente chamadas de métodos estáticos e métodos dinâmicos.  
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Os métodos pertencentes à primeira classe têm como característica principal o fato de 

estimarem a atitude com base apenas nas medidas presentes, desprezando-se informações 

contidas em medidas adquiridas em instantes passados. Os métodos apresentados por Wertz 

(1978) que pertencem a essa classe são o método geométrico, o método algébrico – também 

conhecido como TRIAD (Shuster e Oh, 1981) – e o método-q, que consiste numa solução ao 

conhecido problema de Wahba (Wahba, 1965). Um exemplo de método estático bastante 

popular é o QUEST (Shuster e Oh, 1981), que se assemelha ao método-q, porém apresenta 

maior eficiência computacional (Markley e Mortari, 1999). Os métodos estáticos requerem 

medidas de duas ou mais direções conhecidas, como por exemplo, direção do Sol, do campo 

geomagnético, de estrela fixa ou do centro da Terra. Caso apenas uma direção seja medida, a 

atitude em torno dessa direção fica indeterminada (Hall, 2003). Krogh e Schreder (2002) 

revisam sete métodos de solução do problema de Wahba.  

Os métodos dinâmicos são caracterizados pelo uso de informações contidas em 

medidas vetoriais adquiridas no passado, em conjunto com medidas presentes, para se estimar 

a atitude de forma ótima. Conforme o critério de otimalidade, os métodos dinâmicos são ainda 

subdivididos em métodos de mínimos quadrados (MQ) e métodos de variância mínima (MV – 

Minimum Variance). Os algoritmos REQUEST (Bar-Itzhack, 1996) e Optimal-REQUEST 

(Choukroun et al., 2001) são exemplos de métodos MQ recursivos para estimação de 

quatérnio. Markley (1989) propõe um algoritmo MQ em batelada para estimação de DCM. 

Exemplos de métodos MV para estimação de quatérnio são o MEKF (Lefferts et al.,1982), o 

EKF apresentado por Bar-Itzhack e Oshman (1985) e o Extended-QUEST (Psiaki, 2000). 

Métodos MV para estimação de ângulos de Euler são encontrados em Farrell (1970), Bar-

Itzhack e Idan (1987) e Mohammed et al. (2005). Um método MV para estimação de DCM é 

encontrado em Bar-Itzhack e Reiner (1984). Ao contrário dos métodos estáticos, os métodos 

dinâmicos são capazes de estimar a atitude em 3 eixos medindo apenas uma direção de 
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referência a cada instante, pois as informações do passado podem ser suficientes para 

determinar a atitude, i.e., a rotação, em torno da direção medida no instante atual.  

Dentre os métodos dinâmicos, os métodos MV são vantajosos, pois a análise de 

covariância é inerente ao processo de estimação; além disso, parâmetros como erro de zero 

(bias) de sensores de atitude, deriva (drift) de girômetro e momentos/produtos de inércia do 

satélite podem ser estimados de forma natural juntamente com os estados do sistema [vide 

Gelb (1974), pp. 348-351]. Por outro lado, os métodos estáticos apresentam a vantagem de 

requererem pouca ou nenhuma informação a priori da atitude do satélite. A Figura 1.1 

sumariza a classificação adotada aqui para os métodos de estimação de atitude em 3 eixos. 

 

Figura 1.2 Classificação dos métodos de estimação de atitude em 3 eixos. 

Classicamente, os métodos MV para estimação de atitude se baseiam no EKF. No 

entanto, tem-se observado na literatura recente um interesse em investigar o uso do UKF em 

substituição ao EKF (Crassidis e Markley, 2003; Vandyke et al., 2004; Li et al., 2006; 

Sekhavat et al., 2007). 

Em relação à parametrização de atitude, há uma preferência pelos métodos de 

estimação de quatérnio, o que é explicado pelo fato dele apresentar a mínima 

dimensionalidade possível para uma parametrização global em espaço 3D sem ocorrência de 

singularidades (Stuelpnagel, 1964) e por apresentar equação de cinemática linear (Wertz, 

1978). Há em geral dois tipos de métodos MV para estimação de quatérnio: abordagem de 

erro multiplicativo (Lefferts et al., 1982) e abordagem de erro aditivo (Bar-Itzhack e Oshman, 

Estimação de atitude em 
3 eixos 

Geométrico  Algébrico  Wahba 

Métodos Estáticos Métodos Dinâmicos 
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1985). Recentemente, tem havido interesse no desenvolvimento de estimadores de vetor de 

Euler (Bar-Itzhack e Cohen, 2005); (Pittelkau, 2003). 

1.1.2 Estimação de velocidade angular 

Com o crescente interesse no desenvolvimento de satélites pequenos e de baixo custo 

e, por outro lado, devido a avanços em tecnologia de sensores de atitude (Bak, 1999), surgiu o 

interesse em se estimar velocidade angular (Azor et al., 1998). De fato, mesmo em satélites 

equipados com girômetros, pode ser útil a utilização de estimadores de velocidade angular 

quando, como conseqüência de anomalias no sistema de controle, os movimentos do veículo 

excedem a faixa de leitura desses sensores (Challa et al., 1997).  

Bar-Itzhack (2001) classifica os diversos estimadores de velocidade angular 

disponíveis na literatura em abordagem baseada em derivação (DA – Derivative Approach) e 

abordagem baseada em estimação (EA – Estimation Approach). Métodos de ambas as 

abordagens podem utilizar como dados de entrada medidas vetoriais (VM – Vector 

Measurements) providas por sensor solar, magnetômetro, etc, ou estimativas de atitude em 3 

eixos (AM – Attitude Measurements) computadas por algum método estático. Os métodos DA 

são todos aqueles que utilizam derivadas numéricas dos dados de entrada no cálculo de suas 

estimativas, enquanto que os métodos EA são aqueles que evitam o uso de derivadas dos 

dados por meio da consideração da equação de cinemática de atitude (Wertz, 1978) ou da 

equação de cinemática de medida vetorial (Psiaki e Oshman, 2003) no conjunto de equações 

de estado utilizado pelo estimador. Essa classificação, que está sumarizada na Figura 1.3, será 

adotada neste trabalho.   
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Figura 1.3 Classificação dos métodos de estimação de velocidade angular. 

Os estimadores de velocidade angular propagam as estimativas entre os instantes de 

amostragem dos sensores utilizando as equações de dinâmica do movimento de atitude 

(Wertz, 1978), que correspondem a um modelo de estado não-linear. Dessa forma, um 

estimador de estado para dinâmica não-linear deve ser adotado na estimação. Embora o EKF 

seja a opção natural para tal estimador, é bastante conhecida sua sensibilidade a erros de 

inicialização, que decorre do uso de modelo dinâmico linearizado e pode levar o filtro à 

divergência (Gelb, 1974). Uma forma de lidar com esse problema consiste no uso de um 

algoritmo determinístico, pertencente à abordagem DA, na obtenção da estimativa inicial do 

EKF (Challa et al., 1996; Oshman e Dellus, 2000; Psiaki e Oshman, 2003).  

Outra forma encontrada na literatura para contornar a sensibilidade do EKF a erros de 

inicialização consiste na sua substituição por outros filtros, como o PSELIKA (Azor et al., 

2001), o CD-SDARE (Harman et al., 1999) ou o EIKF (Azor et al., 1998), os quais evitam o 

uso de linearização da dinâmica do satélite. Embora sejam mais robustos em relação a erros 

de inicialização, tais filtros produzem estimativas com menor acurácia que o EKF, quando 

esse não diverge (Psiaki e Oshman, 2003).  
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1.2 Objetivos 

Este trabalho tem os seguintes objetivos: 

• Revisar métodos MV para estimação de atitude em 3 eixos e métodos DA-VM e EA-

VM para estimação de velocidade angular. Esses métodos a serem revisados se 

baseiam no EKF; 

• Propor, com intenção de investigação, métodos MV para estimação de atitude em 3 

eixos e métodos DA-VM e EA-VM para estimação de velocidade angular. Os 

métodos a serem propostos se basearão no UKF; 

• Comparar, por meio de simulação, os métodos propostos com os métodos revisados;  

• Propor um SDA autônomo de baixo-custo para estimação de atitude em 3 eixos e 

velocidade angular a partir de medidas do campo geomagnético e da direção do Sol. 

1.3 Contribuições 

As contribuições deste trabalho são: 

• No capítulo 3 – Propõem-se os algoritmos EUKF para estimação de ângulos de Euler, 

QUKF para estimação de quatérnio, DUKF para estimação de matriz de cossenos 

diretores e MUKF para estimação de parâmetros modificados de Rodrigues (MRP); 

• No capítulo 4 – Propõem-se os algoritmos de estimação de velocidade angular 

DAUKF, que segue a abordagem baseada em derivação das medidas de sensores, e 

EAUKF, que segue a abordagem que evita a computação numérica de derivadas das 

medidas; 

• No capítulo 5 – Propõem-se um SDA autônomo de baixo custo que estima 

conjuntamente atitude e velocidade angular a partir de medidas de magnetômetro de 3 

eixos e de sensores solares de 2 eixos.  
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Resultados parciais obtidos durante o desenvolvimento deste trabalho foram utilizados 

na elaboração de três artigos apresentados em eventos: Santos e Waldmann (2007a), Santos e 

Waldmann (2007b) e Santos e Waldmann (2007c).  

1.4 Organização do texto 

Além da presente introdução, esta dissertação é constituída de mais cinco capítulos e 4 

apêndices. Os apêndices apresentam complementos necessários ao entendimento do material 

abordado nos capítulos. Os capítulos são brevemente descritos abaixo. 

• Capítulo 2 – Revisa o problema de estimação de estados de sistemas dinâmicos não-

lineares a partir do filtro de Kalman estendido (EKF) e do filtro de Kalman unscented 

(UKF), assim como a transformação unscented (TU) e a integração unscented (IU). 

• Capítulo 3 – Trata do problema de estimação de atitude em 3 eixos a partir de medidas 

vetoriais. São apresentados algoritmos de estimação da atitude parametrizada por 

ângulos de Euler, quatérnio de rotação, DCM e MRP. Os algoritmos apresentados que 

estão disponíveis na literatura se baseiam no EKF. Os algoritmos propostos a título de 

contribuição consistem em modificações daqueles disponíveis na literatura de forma a 

utilizar TU e/ou IU. Os algoritmos são comparados a partir de simulações. 

• Capítulo 4 – Trata do problema de estimação de velocidade angular a partir de 

medidas vetoriais. São apresentados algoritmos pertencentes às abordagens DA-VM e 

EA-VM. Os algoritmos apresentados que estão disponíveis na literatura consistem em 

EKF’s para lidar com sistemas cuja dinâmica é contínua e as medidas são discretas 

(CD-EKF). Os algoritmos propostos, com a intenção de investigação, consistem em 

modificações daqueles disponíveis na literatura de forma a utilizar o UKF para 

dinâmica contínua e medidas discretas (CD-UKF). Os algoritmos são comparados a 

partir de simulações. 
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• Capítulo 5 – Apresenta um SDA autônomo para aplicação em satélites de baixo custo 

que tenham requisitos de acurácia grosseiros (em torno de 2º). Esse sistema emprega 

estimadores de atitude e velocidade angular e de bias de magnetômetro formulados no 

capítulo 5. Os estimadores do SDA são avaliados mediante medidas simuladas de 

magnetômetro e de sensores solares. 

• Capítulo 6 – Apresenta as conclusões e sugestões para trabalhos futuros. 
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2 ESTIMAÇÃO DO ESTADO DE SISTEMAS NÃO-LINEARES 

ste capítulo tem o intuito de brevemente revisar o problema de estimação do estado de 

sistemas dinâmicos não-lineares utilizando o filtro de Kalman estendido (EKF) e o 

filtro de Kalman unscented (UKF). Essas ferramentas serão freqüentemente empregadas nos 

capítulos seguintes desta dissertação. A seção 2.1 apresenta o problema de estimação ótima 

(Bayesiana) de estado. A seção 2.2 revisa o EKF. A seção 2.3 apresenta a transformação 

unscented (TU), a integração unscented (IU) e as equações do UKF. Finalmente, a seção 2.4 

apresenta os comentários finais do capítulo.   

2.1 Filtragem Bayesiana 

Seja o modelo em espaço de estados não-linear e discreto no tempo, 

௞ାଵܠ ൌ ,௞ܠሺ܎ ሻ݇ܝ ൅  (2.1)           ݇ܟ

௞ାଵܢ ൌ ௞ାଵሻܠሺܐ ൅  ൅1           (2.2)݇ܞ

onde ܠ௞ א ব௡ é o vetor de estado; ܢ௞ א ব௠ é o vetor de medidas; ܝ௞ א ব௥ é o vetor de 

entradas determinísticas; ܎: ব௡ ൈ ব௥ ื ব௡ e ܐ: ব௡ ื ব௠ são funções não-lineares; Os 

ruídos de estado ሼܟ௞ א ব௡ሽ e de medidas ሼܞ௞ א ব௠ሽ são seqüências brancas de vetores 

aleatórios (VAs) Gaussianos descorrelacionadas entre si, com médias nulas e covariâncias ۿ௞ 

e ܀௞, respectivamente. Considera-se o estado inicial ܠ଴~ࣨሺܠො଴,  ଴ሻ descorrelacionado de۾

ሼܟ௞ א ব௡ሽ e de ሼܞ௞ א ব௠ሽ. As equações (2.1) e (2.2) são referidas, respectivamente, como 

equação de estado e equação de medidas.      

 Segundo a abordagem Bayesiana, o problema de filtragem consiste em se computar a 

PDF condicional pሺܠ௞|܈ଵ:௞ሻ do estado atual ܠ௞ dada a seqüência de medidas ܈ଵ:௞ obtidas 

desde o início do processo de estimação até o instante atual ݐ௞.  

E
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As equações recursivas do filtro Bayesiano constituem um processo de dois estágios. 

Um deles corresponde à propagação temporal da informação computada pelo filtro durante o 

intervalo de tempo entre medidas consecutivas, enquanto que o outro é responsável por 

atualizar a informação propagada a partir de medidas. Considerando-se conhecida a PDF 

inicial pሺܠ଴|܈଴ሻ ൌ pሺܠ଴ሻ 1, o filtro Bayesiano discreto, que leva em conta o modelo em (2.1)-

(2.2), é dado por (Arulampalam et al., 2002) 2, 

Filtro Bayesiano discreto 

1. Propagação: A PDF condicional do estado ܠ௞ାଵ dada a seqüência de medidas ܈ଵ:௞ é 
dada pela equação de Chapman-Kolmogorov (Papoulis e Pillai, 2002): 

      pሺܠ௞ାଵ|܈ଵ:௞ሻ ൌ ׬ pሺܠ௞ାଵ|ܠ௞ሻ . pሺܠ௞|܈ଵ:௞ሻ. dܠ௞        (2.3) 

onde pሺܠ௞ାଵ|ܠ௞ሻ é obtida a partir da equação de estado (2.1) e das estatísticas do ruído 
de estado; pሺܠ௞|܈ଵ:௞ሻ é a PDF condicional obtida no estágio de atualização da iteração 
anterior do filtro. Nota-se que em (2.3) considerou-se pሺܠ௞ାଵ|ܠ௞, ଵ:௞ሻ܈ ൌ pሺܠ௞ାଵ|ܠ௞ሻ, o 
que se deve ao fato de (2.1) descrever um processo Markoviano de primeira ordem. 

2. Atualização: Uma vez disponibilizado o vetor de medidas ܢ௞ାଵ no instante ݐ௞ାଵ, a 
PDF condicional atualizada é dada pela regra de Bayes (Papoulis e Pillai, 2001): 

      pሺܠ௞ାଵ|܈ଵ:௞ାଵሻ ൌ ୮ሺܢೖశభ|ܠೖశభሻ.୮ሺܠೖశభ|܈భ:ೖሻ
׬ ୮ሺܢೖశభ|ܠೖశభሻ.୮ሺܠೖశభ|܈భ:ೖሻ.ୢܠೖశభ

                  (2.4) 

onde pሺܢ௞ାଵ|ܠ௞ାଵሻ é obtida a partir da equação de medidas (2.2) e das estatísticas do 
ruído de medidas; pሺܠ௞ାଵ|܈ଵ:௞ሻ foi obtida no estágio de propagação. Nota-se que em 
(2.4) considerou-se pሺܢ௞ାଵ|ܠ௞ାଵ, ଵ:௞ሻ܈ ൌ pሺܢ௞ାଵ|ܠ௞ାଵሻ, pois segundo (2.2), ܢ௞ାଵ não 
depende das medidas anteriores ܈ଵ:௞. 

       ⁬ 

As equações (2.3) e (2.4), recursivamente, fornecem de forma conceitual a PDF 

condicional pሺܠ௞ାଵ|܈ଵ:௞ାଵሻ, a partir da qual se pode computar uma estimativa ótima, que no 

sentido de variância mínima (ou mínimo erro quadrático médio) consiste na média 

condicional ܧሾܠ௞ାଵ|܈ଵ:௞ାଵሿ [vide teorema 5.3 em Jazwinski (1970)]. Soluções fechadas para 

a filtragem Bayesiana existem somente quando se consideram hipóteses simplificadoras sobre 

o sistema, como no caso do filtro de Kalman (KF) (Bar-Shalom e Li, 1993). 
                                                            
 .଴ denota a inexistência de informação medida na inicialização do processo de estimação܈ 1
2 Uma apresentação conceitual do problema de filtragem Bayesiana para o caso em que o modelo de estado é 
contínuo e as medidas são amostradas é encontrada no capítulo 12 de Maybeck (1982). 
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 O KF considera ruídos brancos Gaussianos e equações de estado e de medidas 

lineares e, dessa forma, o estado em cada instante consiste num VA Gaussiano 3, o qual se 

caracteriza completamente através de suas média e covariância. Uma demonstração das 

equações do KF a partir das equações (2.3) e (2.4) é encontrada em Sarkka (2006). No que 

segue, são apresentadas as equações recursivas do KF. 

Equações recursivas do KF 

1.  Propagação. Partindo-se da PDF condicional pሺܠ௞|܈ଵ:௞ሻ ൌ ࣨሺܠො௞|௞,  ௞ܠ ௞|௞ሻ do estado۾
obtida no estágio de atualização da iteração anterior, computam-se as médias e 
covariâncias a seguir. Demonstrações são encontradas no Apêndice A. 

a. Propagação do estado estimado: 

ො௞ାଵ|௞ܠ ൌ ,௞ܠሺ܎ሾܧ  ଵ:௞ሿ                                                                                                   (2.5)܈|ሻ݇ܝ

௞ାଵ|௞۾ ൌ ,௞ܠሺ܎ൣܧ .ሻ݇ܝ ,௞ܠሺ܎ ଵ:௞൧܈ሻԢห݇ܝ െ ,௞ܠሺ܎ሾܧ .ଵ:௞ሿ܈|ሻ݇ܝ ,௞ܠሺ܎ሾܧ ଵ:௞ሿᇱ܈|ሻ݇ܝ ൅  ୩         (2.6)ۿ 

b. Predição das medidas: 

ො௞ାଵ|௞ܢ ൌ  ଵ:௞ሿ                                                                                                     (2.7)܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ

௞ାଵ|௞۾
୸ ൌ .௞ାଵሻܠሺܐൣܧ ଵ:௞൧܈௞ାଵሻԢหܠሺܐ െ .ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ ଵ:௞ሿᇱ܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ ൅ ܀௞ାଵ         (2.8) 

c. Covariância cruzada entre estado e medidas: 

௞ାଵ|௞۾
୶୸ ൌ ,௞ܠሺ܎ൣܧ .௞ሻܝ ଵ:௞൧܈௞ାଵሻԢหܠሺܐ െ ,௞ܠሺ܎ሾܧ .ଵ:௞ሿ܈|௞ሻܝ  ଵ:௞ሿᇱ                    (2.9)܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ

2. Atualização. As equações de atualização linear da estimativa propagada são 
apresentadas a seguir. Demonstrações são encontradas em livros-textos sobre o assunto 
(Gelb, 1974; Jazwinski, 1970; Bar-Shalom e Li, 1993). 

a. Ganho de Kalman: 

۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୶୸ . ൫۾௞ାଵ|௞

୸ ൯ିଵ
                              (2.10) 

b. Atualização: 

ො௞ାଵ|௞ାଵܠ ൌ ො௞ାଵ|௞ܠ ൅ ۹௞ାଵ. ሺܢ௞ାଵ െ  ො௞ାଵ|௞ሻ                                                                      (2.11)ܢ

                                                            
3 Um VA obtido por transformação linear sobre um VA Gaussiano é também Gaussiano [vide Peebles (1987), 
p.130]. 
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௞ାଵ|௞ାଵ۾ ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
୸ . ۹௞ାଵ

ᇱ                                                                            (2.12) 

       ⁬ 

     Os passos 1 e 2 apresentados acima fornecem, sem aproximações, a solução do 

problema de filtragem ótima no caso em que as equações de estado e de medidas são 

especificadas como lineares. Em aplicações de filtragem, dificilmente se lida com sistemas 

lineares. A solução mais conveniente do ponto de vista prático consiste em se aproximar as 

médias e covariâncias no passo 1. A forma tradicional de se obter tais aproximações 

corresponde ao uso de modelos linearizados por truncamento de série de Taylor em torno da 

melhor estimativa atual, o que é realizado pelo EKF. Outra solução corresponde ao uso da 

transformação unscented (TU) para se estimar diretamente as médias e covariâncias sem que 

seja necessário se obter previamente os modelos linearizados. Essa solução é conhecida como 

filtro de Kalman unscented (UKF). 

2.2 Filtro de Kalman estendido 

Linearizando, por truncamento de série de Taylor, a função f em (2.1) em torno de 

 ,ො௞ାଵ|௞ obtêm-seܠ ො௞|௞ e a função h em (2.2) em torno deܠ

,௞ܠሺ܎ ௞ሻܝ ൎ ,ො௞|௞ܠ൫܎ ௞൯ܝ ൅ ۴௞. ሺܠ௞ െ    ො௞|௞ሻ                                                                         (2.13)ܠ

௞ାଵሻܠሺܐ ൎ ො௞ାଵ|௞൯ܠ൫ܐ ൅ ۶௞ାଵ. ሺܠ௞ାଵ െ  ො௞ାଵ|௞ሻ                                                                (2.14)ܠ

onde ۴௞ e ۶௞ାଵ são matrizes Jacobianas dadas por, 

۴௞ ൌ డ܎ሺܝ,ܠሻ
డܠ

ቚ  ܠୀܠොೖ|ೖ
ೖܝୀܝ

        ۶௞ାଵ ൌ డܐሺܠሻ
డܠ

ቚ
ොೖశభ|ೖܠୀܠ

                                                                    (2.15) 

Substituindo-se (2.13) e (2.14) nas equações (2.5)-(2.9) do estágio de propagação do 

KF, obtêm-se as equações de propagação do EKF, 
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Propagação do estado estimado:  

ො௞ାଵ|௞ܠ ൌ ,ො௞|௞ܠ൫܎  ௞൯                                                                                                           (2.16)ܝ

௞ାଵ|௞۾ ൌ ۴୩. .௞|௞۾ ۴୩
ᇱ ൅  ୩                                                                                                  (2.17)ۿ 

Predição das medidas: 

ො௞ାଵ|௞ܢ ൌ  ො௞ାଵ|௞൯                                                                                                             (2.18)ܠ൫ܐ

௞ାଵ|௞۾
୸ ൌ ۶௞ାଵ. .௞ାଵ|௞۾ ۶௞ାଵ

ᇱ ൅  ௞ାଵ                                           (2.19)܀ 

Covariância cruzada entre estado e medidas: 

௞ାଵ|௞۾
୶୸ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ۶௞ାଵ

ᇱ                                                                                                          (2.20) 

                         ⁬ 

 O estágio de atualização do EKF é dado pelas equações (2.10)-(2.12). 

Este trabalho lida também com sistemas cujo modelo da evolução de estado é melhor 

descrito em tempo contínuo. Seja então a equação de estado não-linear em tempo contínuo, 

ሻݐሶሺܠ ൌ ,ሻݐሺܠሺ܎ ሻሻݐሺܝ ൅  ሻ                     (2.21)ݐሺܟ

onde ܠሺݐሻ א ব௡ é o vetor de estado; ܝሺݐሻ א ব௥ é o vetor de entradas determinísticas; ܎: ব௡ ൈ

ব௥ ื ব௡ é uma função não-linear; ሼܟሺݐሻ א ব௡ሽ é um ruído branco com média nula e 

densidade espectral ۿሺݐሻ. Como em (2.1), considera-se estado inicial com distribuição 

conhecida ܠሺݐ଴ሻ~ࣨሺܠොሺݐ଴ሻ, ሻݐሺܟ଴ሻሻ e descorrelacionado de ሼݐሺ۾ א ব௡ሽ e de ሼܞ௞ א ব௠ሽ. 

 A formulação apresentada acima para o EKF se aplica a sistemas modelados por 

equações de estado e de medidas discretas no tempo. No entanto, o movimento de atitude de 

veículos 4, que consiste na aplicação deste trabalho, é descrito por equações diferenciais que 

correspondem a equações de estado contínuas no tempo. Já as medidas, nos sistemas de 

                                                            
4 Para detalhes sobre modelos que descrevem o movimento de satélites, vide Wiesel (1997). 
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medição atuais, são usualmente adquiridas de sensores em instantes discretos de tempo 

igualmente espaçados. Torna-se então conveniente uma formulação do EKF para sistemas 

modelados pela equação de estado (2.21) e pela equação de medidas (2.2), formulação essa 

conhecida como CD-EKF (continuous-discrete extended Kalman filter) 5. O CD-EKF se 

distingue do EKF discreto apenas nas equações (2.16) e (2.17), as quais constituem a 

propagação do estado estimado. Essas equações são substituídas no CD-EKF pela integração 

de ݐ௞ a ݐ௞ାଵ, partindo-se da condição inicial ሺܠො௞|௞,  ௞|௞ሻ, das seguintes equações diferenciais۾

(Gelb, 1974), 

))(),(ˆ()(ˆ ttt uxfx =
•

                                                                                                             (2.22) 

)( )().(  )().()( t'ttttt QFPPP ++=
•

F                                        (2.23) 

onde ۴ሺݐሻ é a matriz Jacobiana dada por, 

۴ሺݐሻ ൌ డ܎ሺܝ,ܠሻ
డܠ

ቚ  ܠ ୀ ܠෝሺ௧ሻ
ሺ௧ሻܝ ୀ ܝ  

                             (2.24) 

 Ao final da integração de (2.22)-(2.23), obtém-se a estimativa propagada denotada, 

como no caso discreto, por ሺܠො௞ାଵ|௞,  ௞ାଵ|௞ሻ. Tal estimativa é então utilizada nos cálculos۾

seguintes do filtro, que são idênticos aos do EKF discreto. 

2.3 Filtro de Kalman unscented 

O filtro de Kalman unscented (UKF), proposto por Julier e Uhlmann (1997), assim 

como o EKF, adota a estrutura do KF conforme apresentada na seção 2.1. No entanto, 

enquanto o EKF utiliza linearizações das equações de estado e de medidas para se calcular as 

                                                            
5 Discretizando-se o modelo (2.3), pode-se solucionar esse problema de estimação por meio do EKF discreto. No 
entanto, a obtenção de um modelo discreto acurado pode ter derivação analítica com grande complexidade. 
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médias e covariâncias em (2.5)-(2.9), o UKF as calcula por meio da transformação unscented 

(TU), a qual é apresentada em seguida.     

Transformação unscented  

A transformação unscented (TU) consiste num método de aproximação de média e 

covariância de variáveis aleatórias transformadas por função não-linear. Tal método foi 

proposto com o intuito de contornar os problemas advindos da linearização por truncamento 

de série de Taylor utilizada no EKF (Julier e Uhlmann, 2004). Exemplos desses problemas 

são: 1) modelos linearizados são confiáveis somente quando o modelo original é quase-linear; 

2) linearização só pode ser aplicada quando as funções ܎ e ܐ em (2.1)-(2.2) são diferenciáveis; 

3) o cálculo de Jacobianas pode ser trabalhoso e, nesse caso, sujeito a erros [como exemplo de 

complexidade no cálculo de Jacobianas, vide Apêndice C de Shorshi (1992)]. No que segue, 

apresenta-se a TU em sua forma original como proposta em Julier e Uhlmann (1997) 6.  

Seja ܠ א ব௡ೣ um VA de média ܠത e covariância ۾୶ e seja ܡ א ব௡೤ um segundo VA 

dado por ܡ ൌ :܏ ሻ, ondeܠሺ܏ ব௡ೣ ՜ ব௡೤ é, em geral, uma função não-linear e não-

diferenciável. Aproximações para a média ܡത e a covariância ۾୷ de ܡ e para a covariância 

cruzada ۾୶୷ entre ܠ e ܡ podem ser obtidas mediante a TU, que consiste no seguinte 

procedimento (Sarkka, 2007): 

1.  Geração da matriz ૏ contendo 2. ݊௫ ൅ 1 pontos-σ: 

૏ ൌ ሾܠത  ܠത  ܠത തሿܠ … ൅  ඥ݊௫ ൅ κ . ൣ૙௡ೣൈଵ  ڭ ୶۾√ ڭ െ√۾୶൧                             (2.25) 

A coluna ݅ da matriz ૏, denotada por ૏௜, consiste no i-ésimo ponto-σ; √۾୶ é uma matriz tal 
que ۾୶ ൌ .୶۾√ ୶ᇱ۾√

. A matriz √۾୶ é chamada de raiz quadrada de ۾୶ 7 ; e κ é um fator de 
escala. A escolha κ ൌ 3 െ ݊௫ leva a um erro mínimo na estimação das estatísticas de ܡ 
quando ܠ tem distribuição Gaussiana (Julier et al., 2000). 
 

                                                            
6 Outras formas da TU correspondem a escolhas distintas para o conjunto de pontos-σ. Por exemplo, vide 
apêndices III e IV de Julier e Uhlmann (2004). 
7 Neste trabalho, utiliza-se como raiz quadrada de uma matriz o fator triangular inferior de sua decomposição de 
Cholesky (Press et al., 1992). 
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2. Transformação dos pontos-σ através de ܏: 

઻ ൌ ሺ૏ଷሻ܏  ሺ૏ଶሻ܏  ሺ૏ଵሻ܏ൣ …  ሺ૏ଶ௡ೣାଵሻ൧܏                                                  (2.26)      

3. Aproximações de ܡത, ۾୶ e ۾୶୷:  

തܡ ൎ ∑ W௜
୫ଶ௡ೣାଵ

௜ୀଵ . ઻௜ ൌ  ઻. ड(2.27)                                                   ܕ 

୷۾ ൎ  ∑ W௜
୫ଶ௡ೣାଵ

௜ୀଵ . ሺ઻௜ െ .തሻܡ ሺ઻௜ െ തሻ்ܡ ൌ ઻. ड. ઻ᇱ                                                            (2.28)  

୶୷۾ ൎ ∑ W௜
୫ଶ௡ೣାଵ

௜ୀଵ . ሺ૏௜ െ .തሻܠ ሺ઻௜ െ തሻ்ܡ ൌ  ૏. ड. ઻ᇱ                                                                (2.29) 

onde as matrizes de pesos डܕ e ड são dadas por (Apêndice I-A, Sarkka (2007)), 

डܕ ൌ ൣWଵ
୫   Wଶ

୫  … Wଶ.௡ೣାଵ
୫ ൧ᇱ

                                                    (2.30) 

ड ൌ ൫۷࢞࢔ െ ሾडܕ  डܕ … डܕሿ൯. diagሺडܕሻ. ൫۷࢞࢔ െ ሾडܕ  डܕ … डܕሿ൯ᇱ                (2.31) 

e os componentes de डܕ são, 

Wଵ
୫ ൌ ச

௡ೣାச
                                             (2.32) 

W௜
୫ ൌ ଵ

ଶሺ௡ೣାசሻ
      ݅ ൐ 1                                            (2.33) 

                                              ⁬ 

 A TU originalmente proposta requer o ajuste apenas do parâmetro κ. Essa é a 

abordagem seguida no presente trabalho. Entretanto, a formulação da TU em Wan e van der 

Merwe (2001) inclui outros parâmetros, comumente denotados por α e β, que podem ser úteis 

na melhoria de acurácia das aproximações da média e da covariância a posteriori. Nas 

aplicações aqui estudadas, observou-se pouca influência dos valores de α e β sobre a acurácia 

dos filtros e, sendo assim, adotou-se α ൌ β ൌ 0. 

O procedimento acima será denotado daqui em diante por 8, 

ሾܡത, ,୷۾ ୶୷ሿ۾ ൌ TU൫ܠത, ,୶۾ .ሺ܏ ሻ൯                        (2.34) 

                                                            
8 Em casos onde não se requer a covariância cruzada ۾୶୷, a TU será denotada por ሾܡത, ୷ሿ۾ ൌ TU൫ܠത, ,୶۾ .ሺ܏ ሻ൯. 
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Integração unscented  

Seja ܠሺݐሻ א ব௡ೣ um VA no instante ݐ com média ܠതሺݐሻ ൌ  ሻሿ e covariânciaݐሺܠሾܧ

ሻݐሺ۾ ൌ ܧ ቂ൫ܠሺݐሻ െ .ሻ൯ݐതሺܠ ൫ܠሺݐሻ െ  ሻ൯ᇱቃ. Seja a equação diferencial não-linear estocásticaݐതሺܠ

ሻݐሶሺܠ ൌ ሻ൯ݐሺܠ൫܏ ൅ ሻݐሺܟሻ, em que ሼݐሺܟ א ব௡ೣሽ é um ruído branco de média nula e 

covariância ۿሺݐሻ. δሺݐ െ ߬ሻ. Aproximações para a média ܠതሺݐ௙ሻ e a covariância ۾ሺݐ௙ሻ são dadas 

pela integração unscented (IU) 9, que consiste na integração de ݐ௜ a ݐ௙ das seguintes equações 

diferenciais partindo-se das condições iniciais ܠሺݐ௜ሻ e ۾ሺݐ௜ሻ (Sarkka, 2007): 

)(t
•

x ൌ ઻ሺݐሻ. ड୫
                                                                                                    (2.35) 

)(t
•

P ൌ ૏ሺݐሻ. ड. ઻ሺݐሻᇱ ൅ ઻ሺݐሻ. ड. ૏ሺݐሻᇱ ൅  ሻ                                    (2.36)ݐሺۿ

onde os pesos ड୫ e ड são dados respectivamente em (2.30) e (2.31) e, 

૏ሺݐሻ ൌ ሾܠതሺݐሻ ܠതሺݐሻ ܠതሺݐሻ ሻሿݐതሺܠ … ൅  ඥ݊௫ ൅ κ . ൣ૙௡ೣൈଵ  ڭ ඥ۾ሺݐሻ ڭ െඥ۾ሺݐሻ൧                  (2.37) 

઻ሺݐሻ ൌ ቂ܏൫૏ଵሺݐሻ൯  ܏൫૏ଶሺݐሻ൯  ܏൫૏ଷሺݐሻ൯ … ܏  ቀ૏ଶ௡ೣାଵሺݐሻቁቃ                (2.38) 

 Ao final da integração de (2.35)-(2.36), obtém-se ܠതሺݐ௙ሻ e ۾ሺݐ௙ሻ. O procedimento 

acima será denotado daqui em diante por, 

,௙ሻݐതሺܠൣ ௙ሻ൧ݐሺ۾ ൌ IU൫ܠതሺݐ௜ሻ, ,௜ሻݐሺ۾ .ሺ܏ ሻ,  ሻ൯                                                             (2.39)ݐሺۿ

UKF discreto 

 Semelhantemente ao EKF, o UKF (unscented Kalman filter) utiliza aproximações para 

as médias e covariâncias no estágio de propagação do KF dado pelas equações (2.5)-(2.9). No 

entanto, enquanto o EKF aproxima as equações de estado e de medidas por linearizações para, 

                                                            
9 Em Sarkka (2007), esse procedimento de aproximação é chamado de predição de média e covariância. 
 



 
 

20                       
 

22      EEssttiimmaaççããoo  ddoo  EEssttaaddoo ddee  SSiisstteemmaass  NNããoo--LLiinneeaarreess 

dessa forma, aproximar os momentos, o UKF realiza tais aproximações diretamente através 

do emprego da TU, ou seja, 

Propagação do estado estimado: 

,ො௞ାଵ|௞ܠൣ ഥ௞ାଵ|௞൧۾ ൌ TU൫ܠො௞|௞, ,௞|௞۾ .ሺ܎ ,  ௞ሻ ൯                              (2.40)ܝ

݇|൅1݇۾ ൌ ݇|ഥ݇൅1۾  ൅  ௞                               (2.41)ۿ

 

Predição das medidas/ Covariância cruzada entre estado e medidas: 

,ො௞ାଵ|௞ܢൣ ഥ௞ାଵ|௞۾
୸ , ௞ାଵ|௞۾

୶୸ ൧ ൌ TU ቀܠො௞ାଵ|௞, ,௞ାଵ|௞۾ .ሺܐ ሻቁ                             (2.42) 

݇|൅1݇۾
୸ ൌ ݇|ഥ݇൅1۾ 

୸ ൅  ௞ାଵ                               (2.43)܀

                         ⁬ 

 O estágio de atualização do UKF, como no EKF, é dado pelas equações (2.10)-(2.12). 

 Como os ruídos de estado e de medidas em (2.1) e (2.2), respectivamente, são aditivos, 

então seus efeitos sobre o processo de estimação são acrescentados simplesmente através das 

adições de covariâncias em (2.41) e (2.43) (Wan e van der Merwe, 2001). No caso geral, em 

que os ruídos são multiplicativos, seria necessário aumentar o vetor de estado de forma a 

incluir os componentes dos vetores de ruído [para detalhes, vide Tabela 7.3.1 em Wan e van 

der Merwe (2001)]. Uma comparação entre as abordagens com e sem estado aumentado é 

encontrada em Wu et al. (2005). Nesse caso, a TU seria aplicada ao estado aumentado, o que 

resultaria num algoritmo com maior carga computacional. 

UKF contínuo-discreto 

 O UKF foi originalmente proposto para estimar estado de sistemas modelados por 

equações de estado e de medidas discretas no tempo (Julier e Uhlmann, 1997). 

Posteriormente, Julier e Uhlmann (2004) aplicaram o UKF à estimação de estado de um 

sistema cuja equação de estado é modelada em tempo contínuo; no entanto, a abordagem 
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empregada pelos autores consistiu simplesmente em discretizar a equação de estado mediante 

aproximação de Euler e aplicar a formulação original ao modelo discreto resultante.    

 A formulação do UKF para sistemas modelados por equação de estado contínua e 

equação de medidas em tempo discreto será denotada por CD-UKF (continuous-discrete 

unscented Kalman filter). O CD-UKF apresentado em seguida, o qual será adotado neste 

trabalho, foi proposto por Sarkka (2007) e consiste em se utilizar a IU, em substituição à TU 

em (2.40), no estágio de propagação do estado estimado. Sendo assim, considerando a 

equação de estado contínua no tempo em (2.21), o estágio de propagação temporal de ݐ௞ a 

 ,௞ାଵ do CD-UKF é dado, conforme (2.39), porݐ

Propagação do estado estimado: 

,ො௞ାଵ|௞ܠൣ ௞ାଵ|௞൧۾ ൌ IU ቀܠො௞|௞, ,௞|௞۾ .ሺ܎ , ,ሻܝ  ௞ሻቁ                                        (2.44)ݐሺۿ

Predição das medidas/Covariância cruzada entre estado e medidas: 

,ො௞ାଵ|௞ܢൣ ഥ௞ାଵ|௞۾
୸ , ௞ାଵ|௞۾

୶୸ ൧ ൌ TU ቀܠො௞ାଵ|௞, ,௞ାଵ|௞۾ .ሺܐ ሻቁ                             (2.45) 

݇|൅1݇۾
୸ ൌ ݇|ഥ݇൅1۾ 

୸ ൅  ௞ାଵ                               (2.46)܀

                          ⁬ 

O estágio de atualização do CD-UKF é dado pelas equações (2.10)-(2.12). 

 O CD-UKF apresentado acima foi comparado com o UKF discreto em Sarkka (2007) 

através de uma aplicação em que é simulada a reentrada atmosférica; tal sistema é modelado 

com estado contínuo e medidas discretas. Nessa comparação, o CD-UKF se mostrou superior 

em termos de acurácia, especialmente quando se considerou valores maiores para o período 

de amostragem das medidas. 

2.4 Comentários 

Revisaram-se aqui o filtro de Kalman estendido (EKF) e o filtro de Kalman unscented 

(UKF), ferramentas que serão freqüentemente utilizadas ao logo deste trabalho.  
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A grande maioria dos estimadores de atitude e de velocidade angular de satélites 

disponíveis na literatura se baseia no EKF. Investiga-se aqui o uso do UKF em substituição ao 

tradicional EKF.  

Outras ferramentas de estimação de estado mais sofisticadas do que o UKF ainda 

carecem de aplicações na área de determinação de atitude de veículos espaciais. Dentre elas 

destacam-se os filtros de Partículas (Arulampalan et al., 2002) e os filtros híbridos particle-

UKF (Wan e Merwe, 2001), que são técnicas que atualmente atraem a atenção de 

pesquisadores da área de filtragem.   

 



 
 

23 
 

33      EEssttiimmaaççããoo  ddee  AAttiittuuddee  

3 ESTIMAÇÃO DE ATITUDE 

este capítulo devota-se à investigação de algoritmos para estimação de atitude em 3 

eixos a partir de medidas vetoriais do campo geomagnético e da direção do Sol e 

segundo a abordagem de variância mínima (MV) 1. São consideradas 4 representações de 

atitude distintas: quatérnio de rotação, ângulos de Euler, matriz de cossenos diretores (DCM) 

e parâmetros de Rodrigues modificados (MRP). Para cada uma dessas representações, revisa-

se um estimador existente na literatura e, a título de contribuição, propõe-se outro tendo em 

vista o uso da transformação unscented (TU) e da integração unscented (IU) [vide capítulo 2]. 

A Tabela 3.1 lista os estimadores a serem estudados.   

Tabela 3.1 Estimadores MV de atitude em 3 eixos que utilizam medidas vetoriais. 

Parametrização Estimadores revisados Estimadores propostos 
Quatérnio QEKF   (Bar-Itzhack e Oshman, 1985) QUKF 
Ângulos de Euler EEKF   (Bar-Itzhack e Idan, 1987) EUKF 
DCM DKF   (Bar-Itzhack e Reiner, 1984) DKFUO 
MRP/Quatérnio       MEKF (Crassidis e Markley, 1996) MUKF 

 

A seção 3.1 define o problema de estimação de atitude. Em seguida, a seção 3.2 

apresenta as formulações dos estimadores. A seção 3.3 os compara através de resultados 

obtidos com medidas simuladas. Por fim, a seção 3.4 apresenta uma síntese dos estudos 

realizados no capítulo. 

3.1 Definição do problema 

O problema de estimação de atitude em 3 eixos a partir de medidas vetoriais e segundo 

a abordagem MV é definido a seguir (Wahba, 1964). Seja SB um sistema de coordenadas 

                                                 
1 A classificação de métodos de estimação de atitude adotada neste trabalho é apresentada no item 1.1.1. 

E
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Cartesianas (SCC) fixo ao corpo do satélite e SR algum SCC de referência 2. O sistema SB 

gira, no instante ݐ, com velocidade angular em relação a SR representada em SB por ૑ሺݐሻ א

বଷ. Um conjunto de ݉ vetores observado no instante de tempo ݐ, quando projetado em SB e 

em SR, dá origem aos conjuntos ऌሺݐሻ ൌ ሼ܊௜ሺݐሻ א বଷ, ݅ ൌ 1,2, … , ݉ሽ e जሺݐሻ ൌ ሼܚ௜ሺݐሻ א

বଷ, ݅ ൌ 1,2, … , ݉ሽ, respectivamente; ݉ é o número de pares de medidas vetoriais 

൫܊௜ሺݐሻ,  ሻ são as representações das medidas vetoriaisݐሻ e de जሺݐሻ൯. Os elementos de ऌሺݐ௜ሺܚ

em SB e em SR, respectivamente. Deseja-se, a partir de ऌሺݐሻ e जሺݐሻ, obter uma estimativa 

MV do vetor ܘሺݐሻ א ব௡ que parametriza a DCM, ۲ሺܘሺݐሻሻ, a qual transforma a representação 

das medidas vetoriais de SR
 para SB. Os componentes de  ܘሺݐሻ constituem uma determinada 

parametrização de atitude (Wertz, 1978; Shuster, 1993). Os estimadores estudados aqui 

consideram as parametrizações por quatérnio de rotação, por ângulos de Euler, por parâmetros 

de Rodrigues modificados (MRP) e pelos próprios elementos da DCM.  

A estimação de ܘ se baseia na seguinte equação de medidas discreta no tempo e, de 

forma geral, não-linear:  

௜,௞ାଵ܊ ൌ ۲ሺܘ௞ାଵሻ. ௜,௞ାଵܚ ൅ δ܊௜,௞ାଵ         (3.1)
 

onde ݅ identifica cada par de medida vetorial. Neste trabalho, ݅ ൌ 1 identifica o vetor campo 

geomagnético e ݅ ൌ  2 se refere ao vetor unitário na direção do Sol. O índice ݇ ൅ 1 identifica 

o instante discreto de tempo t௞ାଵ. O ruído de medidas, ൛δ܊௜,௞ାଵൟ, é considerado uma 

seqüência branca de média nula e covariância ܀௜,௞ାଵ. 

A equação de estado utilizada na propagação das estimativas de ܘ entre os instantes de 

amostragem consecutivos se baseia no modelo de cinemática de atitude, que assume formas 

                                                 
2 Neste trabalho, o sistema SB adotado está centrado no centro de massa do satélite e seus eixos estão orientados 
conforme ilustrado na Figura 1.1. O sistema SR adotado é o sistema ECI (Earth Centered Inertial) (Wertz, 1978). 
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distintas para parametrizações distintas (Wertz, 1978). Tal modelo é dado, de forma geral, 

pela equação diferencial: 

ሶܘ ሺݐሻ ൌ ,ሻݐሺܘ൫܎ ૑ሺݐሻ൯           (3.2) 

Como a velocidade angular verdadeira, ૑ሺݐሻ, requerida em (3.2) é desconhecida, 

torna-se necessário medi-la. Considera-se aqui que a velocidade angular verdadeira é 

modelada simplesmente por 3, 

૑ሺݐሻ ൌ ૑ෝ ሺݐሻ ൅ δ૑ሺݐሻ                     (3.3) 

onde ૑ෝ ሺݐሻ é a medida de velocidade angular e ሼδ૑ሺݐሻሽ é um ruído branco com média nula e 

densidade espectral de potência constante ۿ. A versão discreta desse modelo é dada por 

૑௞ ൌ  ૑ෝ ௞ ൅  .ۿ ૑௞ሽ é uma seqüência branca de média nula e covariânciaߜ૑௞, onde ሼߜ

Os estimadores estudados neste capítulo são estruturados conforme ilustra o diagrama 

de blocos na Figura 3.1. As medidas vetoriais no instante ݐ௞ାଵ, ൫܊௜,௞ାଵ,  ௜,௞ାଵ൯, e a informaçãoܚ

de velocidade angular amostrada no instante ݐ௞, ૑ෝ ௞, são utilizadas na obtenção da estimativa 

MV, ܘෝ௞ାଵ|௞ାଵ, e da covariância do correspondente erro de estimação, ۾௞ାଵ|௞ାଵ.  

 

 

 

 

 

 

Figura 3.1  Estrutura dos estimadores de atitude. 

                                                 
3 Na prática, quando se utiliza girômetros, faz-se necessário o uso de um modelo mais realista para os distúrbios 
de medidas de velocidade angular que considere a existência de deriva [vide Wertz (1978), pp. 266-270].        

ܶ

 ௞ାଵ|௞ାଵ۾

 ෝ௞ାଵ|௞ାଵܘ

 ௞ାଵ|௞۾

 ෝ௞ାଵ|௞ܘ

 ௞|௞۾

 ෝ௞|௞ܘ

ሺ܊௜,௞ାଵ,  ௜,௞ାଵሻܚ

૑ෝ ௞ 

Propagação 
baseada em 

(3.2) 

Atualização 
baseada em    

(3.1)

zିଵ 

૑ෝ ሺݐሻ 
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A escolha da parametrização ܘ consiste na primeira distinção entre os diversos 

métodos MV possíveis para se resolver o problema posto acima. A DCM ۲ሺܘሻ pertence ao 

grupo tridimensional ortonormal SO(3) e, dessa forma, a dimensão de ܘ deve ser ݊ ൒  3 

(Stuelpnagel, 1964). Os nove elementos de ۲ሺܘሻ constituem a parametrização fundamental de 

atitude, a qual permite a formulação linear das equações de estado (3.2) e de medidas (3.1), 

mas, no entanto, como há dependências entre seus elementos, exige-se que seu estimador 

incorpore algum mecanismo para garantir a ortonormalidade da estimativa de ۲ሺ ܘෝሻ (Bar-

Itzhack e Reiner, 1984). Já as parametrizações tridimensionais (por exemplo, ângulos de Euler 

e MRP (Shuster, 1993)), embora seus componentes sejam independentes entre si, apresentam 

singularidades para certas rotações. O quatérnio de rotação, ܙ א বସ, tem a menor dimensão 

possível para uma parametrização que não apresente singularidades e seu modelo de 

cinemática é linear (Wertz, 1978), características que o fazem uma escolha bastante popular 

para ܘ (Lefferts et al., 1982; Bar-Itzhack e Oshman, 1985; Psiaki, 2000; Choukroun et al., 

2002).  

3.2 Estimadores de atitude 

 Em seguida são apresentadas as formulações dos estimadores MV listados na Tabela 

3.1, tendo-se em vista o uso de medidas vetoriais do campo geomagnético (݅ ൌ 1) e da 

direção do Sol (݅ ൌ 2). 

3.2.1 Estimação de quatérnio 

O vetor de estado dos estimadores de quatérnio de rotação, QEKF e QUKF, é dado por 

ൌ ܙ  ሾݍଵ ܍Ԣሿᇱ, onde ݍଵ e ܍ ൌ ሾݍଶ ݍଷ ݍସሿᇱ são as representações escalar e vetorial, 

respectivamente, dos componentes real e imaginário de 4 ܙ.  

                                                 
4 Vide definição do quatérnio de rotação em Wertz (1978), p. 414. 
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Substituindo o vetor de parâmetros ܘ௞ାଵ em (3.1) por ܙ௞ାଵ, obtém-se a equação de 

medidas não-linear e discreta no tempo dos estimadores de quatérnio de rotação: 

௜,௞ାଵ܊ ൌ ۲ሺܙ௞ାଵሻ. ௜,௞ାଵܚ ൅ δ܊௜,௞ାଵ           (3.4) 

onde, 

۲ሺܙ௞ାଵሻ ൌ ቎
ଵݍ

ଶ ൅ ଶݍ
ଶ െ ଷݍ

ଶ െ ସݍ
ଶ 2ሺݍଶݍଷ ൅ ସሻݍଵݍ 2ሺݍଶݍସ െ ଷሻݍଵݍ

2ሺݍଶݍଷ െ ସሻݍଵݍ ଵݍ
ଶ െ ଶݍ

ଶ ൅ ଷݍ
ଶ െ ସݍ

ଶ 2ሺݍସݍଷ ൅ ଶሻݍଵݍ
2ሺݍଶݍସ ൅ ଷሻݍଵݍ 2ሺݍସݍଷ െ ଶሻݍଵݍ ଵݍ

ଶ െ ଶݍ
ଶ െ ଷݍ

ଶ ൅ ସݍ
ଶ

቏

௞ାଵ

               (3.5) 

O modelo de cinemática de atitude para o quatérnio de rotação é dado pela seguinte 

equação diferencial linear (Wertz, 1978): 

ሶܙ ሺݐሻ ൌ ષሺݐሻ.  ሻ                                         (3.6)ݐሺܙ

onde, 

ષሺݐሻ ൌ ଵ
ଶ

൤
0 െ૑ሺݐሻᇱ

૑ሺݐሻ െሾ૑ሺݐሻ ൈሿ൨                                         (3.7) 

e ሾ૑ሺݐሻ ൈሿ é a matriz produto vetorial referente ao vetor ૑ሺݐሻ [vide notação na Lista de 

Símbolos]. 

Integrando (3.6) de ݐ௞ a ݐ௞ାଵ, obtém-se: 

௞ାଵܙ ൌ ઴ሺݐ௞ାଵ, .௞ሻݐ  ௞                      (3.8)ܙ

onde ઴ሺݐ௞ାଵ, ௞ሻݐ א বସൈସ é a matriz de transição de estado. Considerando-se que ૑ሺݐሻ seja 

constante durante o intervalo de tempo ܶ ൌ  ௞ entre amostragens sucessivas dasݐ ௞ାଵെݐ

medidas vetoriais, essa matriz é dada por: 

઴ሺݐ௞ାଵ, ௞ሻݐ ൌ ݁ષೖ.்                             (3.9) 
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onde ષ௞ é computada por (3.7), mas utilizando ૑௞ em vez de ૑ሺݐሻ. Substituindo, então, (3.3) 

em (3.9), 

઴ሺݐ௞ାଵ, ௞ሻݐ ൌ ݁൫ષ෡ೖା ஔષೖ൯.் ൌ ݁ષ෡ೖ.். ݁ஔષೖ.்                                   (3.10) 

onde as matrizes ષ෡௞ e δષ௞ são dadas por (3.7), porém substituindo ૑ሺݐሻ por ૑ෝ ௞ e δ૑௞, 

respectivamente. Representando o segundo fator do lado direito de (3.10) pela correspondente 

série de potências, obtém-se: 

઴ሺݐ௞ାଵ, ௞ሻݐ ൌ ݁ષ෡ೖ.். ሺ۷ସ ൅ δષ௞. ܶ ൅ ڮ ሻ                                           (3.11) 

Considerando-se que  δ૑௞ e ܶ sejam ambos pequenos, o truncamento da série em 

(3.11) após termos de primeira ordem permite que (3.8) seja aproximada por: 

௞ାଵܙ ൎ ݁ષ෡ೖ.். ௞ܙ ൅ ݁ષ෡ೖ.். δષ௞. ܶ.  ௞                                                    (3.12)ܙ

Pode-se verificar que,  

δષ. ܙ ൌ ଵ
ଶ

બ. δ૑                    (3.13) 

onde, 

બ ؜ ൤ െ܍ᇱ

ሾ܍ ൈሿ ൅ .ଵݍ ۷ଷ
൨                                                                                                            (3.14) 

Sendo assim, utilizando (3.13) na manipulação do segundo termo do lado direito de 

(3.12), finalmente se obtém a seguinte equação de estado discreta no tempo:  

௞ାଵܙ ൌ ݁ષ෡ೖ.். ௞ܙ ൅ ்
ଶ

݁ષ෡ೖ.். બ௞. δ૑௞                   (3.15)
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onde બ௞ é dado por (3.14), mas utilizando o quatérnio verdadeiro no instante ݐ௞, ܙ௞, no lugar 

de ܙ. Para fins de implementação dos estimadores de quatérnio, a covariância ۿ௞
୯ do ruído de 

estado (segundo termo à direita em (3.15)) é aproximada por: 

௞ۿ
୯ ؆ ડ௞. .ۿ ડ௞

ᇱ                                                                      (3.16) 

onde, 

ડ௞ ൌ ்
ଶ

݁ષ෡ೖ.். બ෡௞                                  (3.17) 

e બ෡௞ é computada por (3.14), porém utilizando ܙෝ௞|௞ no lugar de ܙ.   

A exponencial matricial que define a matriz de transição de estado em (3.9) é aqui 

computada por [(Wertz, 1978), p. 567]: 

݁ષೖ.் ൌ cos ቀ߱௞. ்
ଶ
ቁ . ۷ସ ൅ ଵ

ఠೖ
sin ቀ߱௞. ்

ଶ
ቁ . ષ௞                (3.18) 

onde ߱௞ ൌ ԡ૑௞ԡ. 

O quatérnio de rotação apresenta norma unitária e, dessa forma, seus componentes 

obedecem à restrição ܙᇱ. ܙ ൌ 1. No entanto, a atualização linear do KF, por envolver a 

operação de soma, não garante que as estimativas de ܙ mantenham essa propriedade ao longo 

da estimação. Na literatura sobre estimação de atitude, encontram-se em geral três formas 

distintas de lidar com tal restrição. A mais simples delas consiste no uso de normalização 

Euclidiana das estimativas após o estágio de atualização aditiva (Bar-Itzhack e Oshman, 

1985). Na literatura, refere-se a essa abordagem por “força bruta”. Outra forma consiste em 

utilizar ܙᇱ. ܙ ൌ 1 como uma pseudo-medida (Bar-Itzhack et al., 1991), o que, embora evite 

soluções ad hoc, não apresenta bons resultados em termos de convergência. Por fim, a terceira 

solução se dá através do uso da abordagem multiplicativa (Lefferts et al., 1982). Nessa 

abordagem, a atualização do quatérnio é realizada através do produto entre um erro de 
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quatérnio e um quatérnio de referência cujas normas são consideradas unitárias. Nesse caso, 

o quatérnio atualizado é, por definição, unitário. 

Em seguida são apresentados os estimadores QEKF e QUKF, os quais utilizam 

normalização Euclidiana para garantir que as estimativas tenham normas unitárias. A 

subseção 3.2.4 apresenta dois estimadores, MEKF e MUKF, que seguem a abordagem 

multiplicativa. 

QEKF (Bar-Itzhack e Oshman, 1985) 

Mediante uso do EKF – revisado no capítulo 2 – e tendo-se em vista a equação de 

estado linear (3.15) e a equação de medidas não-linear (3.4), obtêm-se os estágios de 

propagação e de atualização do QEKF 5. Para garantir que as normas de suas estimativas 

sejam unitárias, utiliza-se normalização Euclidiana. A estimativa normalizada, ܙෝ௞|௞
כ ൌ

ෝ௞|௞ܙ ฮܙෝ௞|௞ฮ⁄ , apresenta um erro cuja covariância é aproximada no QEKF simplesmente por 

௞ାଵ|௞ାଵ۾
כ ൌ  .௞ାଵ|௞ାଵ۾

O QEKF requer a matriz Jacobiana das medidas,   

۶௜,௞ାଵ
୯ ൌ ப۲ሺܙሻ.ܚ೔,ೖశభ

డܙ
ቚ

ෝೖశభ|ೖܙୀܙ
                                  (3.19) 

a qual se deriva de forma explicita no Apêndice B.  

A Tabela 3.2 apresenta o QEKF. 

 

 

 

                                                 
5 QEKF – Quaternion Extended Kalman Filter.  
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Tabela 3.2  Estimador de quatérnio de rotação – QEKF. 

Parâmetros                   ܀௜,௞ ݅ ൌ 1,2.    (Consideradas conhecidas. Vide (3.1))  

           (Considerada conhecida. Vide (3.3))                         ۿ                                                                            

Inicialização                ܙෝ଴|଴
כ ൌ ଴|଴۾    ෝ଴ܙ

כ ൌ ଴۾
୯ 

1a - Propagação do estado estimado                   ܙෝ௞ାଵ|௞ ൌ ݁ષ෡ ೖ.். ෝ௞|௞ܙ
כ   

௞ାଵ|௞۾                                                                             ൌ ൫݁ષ෡ ೖ.்൯. ௞|௞۾
כ . ൫݁ષ෡ ೖ.்൯

ᇱ
൅ ௞ۿ

୯   

1b – Predição das medidas (a)                              ܊መ ௞ାଵ|௞ ൌ ቂ൫۲൫ܙෝ௞ାଵ|௞൯. ଵ,௞ାଵ൯ᇱܚ ൫۲൫ܙෝ௞ାଵ|௞൯. ଶ,௞ାଵ൯ᇱቃܚ
ᇱ
 ,  

௞ାଵ|௞۾                                                                             
ୠ ൌ ൫۶௞ାଵ

୯ ൯. .௞ାଵ|௞۾ ൫۶௞ାଵ
୯ ൯ᇱ ൅  ௞ାଵ܀

1c – Covariância cruzada                                    ۾௞ାଵ|௞
୯ୠ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ൫۶௞ାଵ

୯ ൯ᇱ
 

2a – Ganho                                                                          ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୯ୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                             ܙෝ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ෝ௞ାଵ|௞ܙ ൅ ۹௞ାଵ. ቀൣ܊ଵ,௞ାଵ
ᇱ ଶ,௞ାଵ܊

ᇱ൧ᇱ െ መ܊ ௞ାଵ|௞ቁ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                              ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Normalização                                                                     ܙෝ௞ାଵ|௞ାଵ
כ ൌ  ෝ௞ାଵ|௞ାଵฮܙෝ௞ାଵ|௞ାଵ/ฮܙ

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             
כ ൌ  ௞ାଵ|௞ାଵ۾

4 – Voltar a (1) até fim da estimação. 

(a) ۶௞ାଵ
୯ ൌ ቈ

۶ଵ,௞ାଵ
୯

۶ଶ,௞ାଵ
୯ ቉;  ܀௞ାଵ ൌ ൤

ଵ,௞ାଵ܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞ାଵ܀

൨ 

     

QUKF 

A título de contribuição, propõe-se o estimador QUKF 6, que utiliza o UKF – revisado 

no capítulo 2 – tendo-se em vista a equação de estado (3.15) e a equação de medidas (3.4), de 

forma a se obter seus estágios de propagação e de atualização. Assim como o QEKF, o QUKF 

também emprega normalização Euclidiana, porém de forma diferente. Considerando-se a 

estimativa atualizada como sendo um vetor Gaussiano, ܙෝ ~ ࣨ൫ܙෝ௞|௞,  ,௞|௞൯, então a média۾

ෝ௞|௞ܙ
כ , e a covariância, ۾௞|௞

כ , do vetor aleatório ܙෝכ ൌ ෝܙ ԡܙෝԡ⁄  são aproximadas pela TU (revisada 

no capítulo 2):       

ෝ௞|௞ܙൣ
כ , ௞|௞۾

כ ൧  ൌ  TU ቀܙෝ௞|௞, ,௞|௞۾ .ሺ܏ ሻቁ ; ሻܙሺ܏  ൌ ܙ ԡܙԡ⁄                  (3.20) 

                                                 
6 QUKF – Quaternion Unscented Kalman Filter. 
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O uso da TU em (3.20) na normalização das estimativas consiste numa contribuição 

original deste trabalho. 

Notar que a TU em (3.20) computa a estimativa ܙෝ௞|௞
כ  através de uma operação de 

média ponderada [vide seção 2.3] e, sendo assim, essa estimativa não se trata exatamente do 

vetor de norma unitária ܙෝ௞|௞ ฮܙෝ௞|௞ฮ⁄ . Logo, espera-se que o QUKF produza estimativas com 

normalidade degrada em relação às estimativas do QEKF.    

A Tabela 3.3 apresenta o QUKF. Como a equação de estado (3.15) é linear, dispensa-

se aqui o uso da TU na propagação das estimativas.   

Tabela 3.3  Estimador de quatérnio de rotação – QUKF. 

Parâmetros                       ܀௜,௞ ݅ ൌ 1,2.    (Consideradas conhecidas. Vide (3.1))  

           (Considerada conhecida. Vide (3.3))                         ۿ                                                                                

Inicialização                    ܙෝ଴|଴
כ ൌ ଴|଴۾    ෝ଴ܙ

כ ൌ ଴۾
୯ 

1a – Propagação do estado estimado                      ܙෝ௞ାଵ|௞ ൌ ݁ષ෡ೖ.். ෝ௞|௞ܙ
כ   

௞ାଵ|௞۾                                                                                 ൌ ൫݁ષ෡ ೖ.்൯. ௞|௞۾
כ . ൫݁ષ෡ ೖ.்൯

ᇱ
൅ ௞ۿ

୯   

1b – Predição das medidas/cov. cruzada(a)             ቂ܊መ ௞ାଵ|௞, ഥ௞ାଵ|௞۾
ୠ , ௞ାଵ|௞۾

୯ୠ ቃ ൌ TU ቀܙෝ௞ାଵ|௞, ,௞ାଵ|௞۾ ௞ା૚ܐ
୯ ሺ. ሻቁ 

௞ାଵ|௞۾                                                                                
ୠ ൌ ഥ௞ାଵ|௞۾

ୠ ൅  ௞ାଵ܀

2a – Ganho                                                                               ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୯ୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                               ܙෝ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ෝ௞ାଵ|௞ܙ ൅ ۹௞ାଵ. ቀൣ܊ଵ,௞ାଵ
ᇱ ଶ,௞ାଵ܊

ᇱ൧ᇱ െ መ܊ ௞ାଵ|௞ቁ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                                 ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Normalização (b)                                                                   ൣܙෝ௞ାଵ|௞ାଵ
כ , ௞ାଵ|௞ାଵ۾

כ ൧ ൌ TU ቀܙෝ௞ାଵ|௞ାଵ, ,௞ାଵ|௞ାଵ۾ .ሺ܏ ሻቁ 

4 – Voltar a (1) até fim da estimação. 

(a) ܐ௞ା૚
୯ ሺܙሻ ൌ ቈ

۲ሺܙሻ. ଵ,௞ାଵܚ
۲ሺܙሻ. ଶ,௞ାଵܚ

቉;  ܀௞ାଵ ൌ ൤
ଵ,௞ାଵ܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞ାଵ܀

൨ 

(b) ܏ሺ. ሻ - vide (3.20). 

3.2.2 Estimação de ângulos de Euler 

Considera-se a estimação de ângulos de Euler na seqüência de rotações 3 െ 2 െ 1. O 

vetor de estado dos estimadores de ângulos de Euler, EEKF e EUKF, é dado por ܉ ൌ

 ሾ߰  ߠ  ߮ሿᇱ.  
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Substituindo o vetor de parâmetros ܘ௞ାଵ em (3.1) por ܉௞ାଵ, obtém-se a equação de 

medidas não-linear e discreta no tempo dos estimadores de ângulos de Euler: 

௜,௞ାଵ܊ ൌ ۲ሺ܉௞ାଵሻ. ௜,௞ାଵܚ ൅ δ܊௜,௞ାଵ                   (3.21) 

onde (Wertz, 1978), 

۲ሺ܉௞ାଵሻ ൌ ൥
c߰. cߠ s߰. cߠ െsߠ

c߰. sߠ. s߮ െ s߰. c߮ s߰. sߠ. s߮ ൅ c߰. c߮ cߠ. s߮
c߰. sߠ. c߮ ൅ s߰. s߮ s߰. sߠ. c߮ െ c߰. s߮ cߠ. c߮

൩
௞ାଵ

             (3.22) 

onde s e c denotam aqui as funções seno e cosseno, respectivamente.  

O modelo de cinemática de atitude para os ângulos de Euler (3 െ 2 െ 1) é dado pela 

seguinte equação diferencial não-linear (Wertz, 1978): 

ሶ܉ ሺݐሻ ൌ ,ሻݐሺ܉ୟ൫܎ ૑ሺݐሻ൯                                               (3.23) 

onde,  

,܉ୟሺ܎ ૑ሻ ൌ ۵ୟሺ܉ሻ. ૑                                                              (3.24) 

e, denotando a função tangente por tg, 

۵ୟሺ܉ሻ ൌ ൥
0 s߮ cߠ⁄ c߮ cߠ⁄
0 c߮ െs߮
1 tg ߠ . s߮ tg .ߠ c߮

൩                   (3.25) 

Substituindo a velocidade angular modelada por (3.3) em (3.23), obtém-se a equação 

de estado contínua no tempo utilizada pelos estimadores de ângulos de Euler, 

ሶ܉ ሺݐሻ ൌ ,ሻݐሺ܉ୟ൫܎ ૑ෝ ሺݐሻ൯ ൅  ۵ୟ൫܉ሺݐሻ൯. δ૑ሺݐሻ                             (3.26) 
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Considerando que ሼ܉ሺݐሻሽ e ሼδ૑ሺݐሻሽ sejam estatisticamente independentes, então a 

média de ൛۵ୟ൫܉ሺݐሻ൯. δ૑ሺݐሻൟ é nula. Sua auto-covariância, ܧ ቂቀ۵ୟ൫܉ሺݐ ൅ ߬ሻ൯. δ૑ሺݐ ൅

߬ሻቁ . ቀ۵ୟ൫܉ሺݐሻ൯. δ૑ሺݐሻቁ
ᇱ
ቃ  ൌ .ሻݐୟሺۿ  δሺ߬ሻ, tem valor dependente do estado verdadeiro 

desconhecido. Nesse caso, para que os estimadores possam computar ۿୟሺݐሻ, utiliza-se ܉ො௞|௞ no 

lugar de ܉ሺݐሻ obtendo-se assim a matriz constante por partes: 

ሻݐୟሺۿ ؆ ડሺݐሻ. .ۿ ડሺݐሻᇱ                                                           (3.27) 

onde ડሺݐሻ ൌ ۵ୟ൫܉ො௞|௞൯ , ݐ׊ א ሾݐ௞,  .௞ାଵሻݐ

A parametrização por ângulos de Euler permite a aplicação direta de um estimador de 

estados na estimação de atitude, pois, por se tratar de uma parametrização mínima, não há 

restrições a respeitar no espaço de estado. No entanto, há a desvantagem bem conhecida na 

literatura de que tal parametrização se torna singular para certos valores de rotação. Para a 

seqüência 3 െ 2 െ 1, esses valores são de ±90º em torno do eixo 2 (Wertz, 1978). 

Em seguida são apresentados os estimadores EEKF e EUKF. 

EEKF (Bar-Itzhack e Idan, 1987) 

Utilizando o CD-EKF – revisado no capítulo 2 – tendo-se em vista a equação de 

estado (3.26) e a equação de medidas (3.21), obtém-se o estimador EEKF 7 apresentado na 

Tabela 3.4. 

O EEKF requer as matrizes Jacobianas do estado e das medidas, derivadas de forma 

explícita no Apêndice B e representadas aqui, respectivamente, por:   

۴ୟሺ܉ොሺݐሻ, ૑ෝ ሻ ൌ ப܎౗ሺ܉,૑ෝ ሻ
డ܉

ቚ
ොሺ௧ሻ܉ୀ܉

                               (3.28) 

                                                 
7 EEKF – Euler Extended Kalman Filter. 
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e 

۶௜,௞ାଵ
ୟ ൌ ப۲ሺ܉ሻ.ܚ೔,ೖశభ

డ܉
ቚ

ොೖశభ|ೖ܉ୀ܉
                                  (3.29) 

Tabela 3.4  Estimador de ângulos de Euler – EEKF. 

Parâmetros                   ܀௜,௞ ݅ ൌ 1,2.    (Consideradas conhecidas. Vide (3.1))  

           (Considerada conhecida. Vide (3.3))                          ۿ                                                                            

Inicialização                ܉ො଴|଴ ൌ ଴|଴۾    ො଴܉ ൌ ଴۾
ୟ 

1a - Propagação do estado estimado (a)             )(ˆ ta& ൌ ,ሻݐොሺ܉ୟሺ܎ ૑ෝ ௞ሻ  

ሶ۾                                                                             ሺݐሻ ൌ ۴ୟሺ܉ොሺݐሻ, ૑ෝ ௞ሻ. ሻݐሺ۾ ൅ .ሻݐሺ۾ ۴ୟሺ܉ොሺݐሻ, ૑ෝ ௞ሻᇱ ൅     ሻݐୟሺۿ

1b – Predição das medidas (b)                              ܊መ ௞ାଵ|௞ ൌ ቂ൫۲൫܉ො௞ାଵ|௞൯. ଵ,௞ାଵ൯ᇱܚ ൫۲൫܉ො௞ାଵ|௞൯. ଶ,௞ାଵ൯ᇱቃܚ
ᇱ
  

௞ାଵ|௞۾                                                                             
ୠ ൌ ሺ۶௞ାଵ

ୟ ሻ. .௞ାଵ|௞۾ ሺ۶௞ାଵ
ୟ ሻᇱ ൅  ௞ାଵ܀

1c – Covariância cruzada                                    ۾௞ାଵ|௞
ୟୠ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ሺ۶௞ାଵ

ୟ ሻᇱ 

2a – Ganho                                                                          ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
ୟୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                            ܉ො௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ො௞ାଵ|௞܉ ൅ ۹௞ାଵ. ቀൣ܊ଵ,௞ାଵ
ᇱ ଶ,௞ାଵ܊

ᇱ൧ᇱ െ መ܊ ௞ାଵ|௞ቁ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                              ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
(a) A integração das equações diferenciais em (1a) é realizada mediante o uso do método Runge-Kutta de ordem 4 com 

passo fixo de tamanho ݄ ൌ  ܶ, onde ܶ é o período de amostragem das medidas vetoriais. 

(b) ۶௞ାଵ
ୟ ൌ ቈ

۶ଵ,௞ାଵ
ୟ

۶ଶ,௞ାଵ
ୟ ቉;  ܀௞ାଵ ൌ ൤

ଵ,௞ାଵ܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞ାଵ܀

൨ 

EUKF 

Utilizando o CD-UKF – revisado no capítulo 2 – tendo-se em vista a equação de 

estado (3.26) e a equação de medidas (3.21), obtém-se o estimador EUKF 8, o qual se propõe 

aqui como contribuição.  

A Tabela 3.5 apresenta o EUKF. 

 

 

                                                 
8 EUKF – Euler Unscented Kalman Filter. 
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Tabela 3.5  Estimador de ângulos de Euler – EUKF. 

Parâmetros                   ܀௜,௞ ݅ ൌ 1,2.    (Consideradas conhecidas. Vide (3.1))  

           (Considerada conhecida. Vide (3.3))                          ۿ                                                                            

Inicialização                ܉ො଴|଴ ൌ ଴|଴۾     ො଴܉ ൌ ଴۾
ୟ 

1a - Propagação do estado estimado (a)               ൣ܉ො௞ାଵ|௞, ௞ାଵ|௞൧۾ ൌ IU ቀ܉ො௞|௞, ,௞|௞۾ .ୟሺ܎ , ૑ෝ ௞ሻ,   ሻቁݐୟሺۿ

1b – Predição das medidas/ cov. cruzada (b)       ൣ܊መ ௞ାଵ|௞, ഥ௞ାଵ|௞۾
ୠ , ௞ାଵ|௞۾

ୟୠ ൧ ൌ TU൫܉ො௞ାଵ|௞, ,௞ାଵ|௞۾ ௞ାଵܐ
ୟ ሺ. ሻ ൯                             

௞ାଵ|௞۾                                                                             
ୠ ൌ ഥ௞ାଵ|௞۾

ୠ ൅  ௞ାଵ܀

2a – Ganho                                                                          ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
ୟୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                            ܉ො௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ො௞ାଵ|௞܉ ൅ ۹௞ାଵ. ቀൣ܊ଵ,௞ାଵ
ᇱ ଶ,௞ାଵ܊

ᇱ൧ᇱ െ መ܊ ௞ାଵ|௞ቁ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                              ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
(a) As equações diferenciais (2.36) e (2.37) da IU são integradas utilizando o método Runge-Kutta de ordem 4 com passo 

fixo de tamanho ݄ ൌ ܶ, onde ܶ é o período de amostragem das medidas vetoriais. 

(b) ܐ௞ାଵ
ୟ ሺ܉ሻ ൌ ቈ

۲ሺ܉ሻ. ଵ,௞ାଵܚ
۲ሺ܉ሻ. ଶ,௞ାଵܚ

቉;  ܀௞ାଵ ൌ ൤
ଵ,௞ାଵ܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞ାଵ܀

൨ 

 
 

3.2.3 Estimação de DCM 

O vetor de estado dos estimadores de DCM, DKF e DKFUO, é dado por ܌ ൌ

 ሾ݀ଵ ݀ଶ ݀ଷ ݀ସ ݀ହ ݀଺ ݀଻ ଼݀ ݀ଽሿᇱ. Seus componentes, os cossenos diretores, constituem a DCM 

۲ que transforma vetores representados em SR para SB.  

Substituindo o vetor de parâmetros ܘ௞ାଵ em (3.1) por ܌௞ାଵ, obtém-se: 

௜,௞ାଵ܊ ൌ ۲ሺ܌௞ାଵሻ. ௜,௞ାଵܚ ൅ δ܊௜,௞ାଵ                   (3.30) 

onde, 

۲ሺ܌௞ାଵሻ ൌ ൥
݀ଵ ݀ଶ ݀ଷ
݀ସ ݀ହ ݀଺
݀଻ ଼݀ ݀ଽ

൩
௞ାଵ

                                (3.31) 

A equação (3.30) pode ser reescrita de forma a se obter a equação de medidas linear e 

discreta no tempo dos estimadores de DCM:  
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௜,௞ାଵ܊ ൌ ۶௜,௞ାଵ. ௞ାଵ܌ ൅ δ܊௜,௞ାଵ                   (3.32) 

onde, 

۶௜,௞ାଵ ؜ ቎
௜,௞ାଵܚ

ᇱ ૙ଵൈଷ ૙ଵൈଷ
૙ଵൈଷ ௜,௞ାଵܚ

ᇱ ૙ଵൈଷ
૙ଵൈଷ ૙ଵൈଷ ௜,௞ାଵܚ

ᇱ
቏                   (3.33) 

O modelo de cinemática de atitude para a DCM é dado pela seguinte equação 

diferencial matricial linear (Wertz, 1978): 

۲ሶ ሺݐሻ ൌ ષሺݐሻ. ۲ሺݐሻ                                       (3.34) 

onde ષሺݐሻ ൌ െሾ૑ሺݐሻ ൈሿ. Essa equação pode ser reescrita na forma vetorial como: 

ሻݐሶሺ܌ ൌ .ሻݐሺ܅  ሻ                                       (3.35)ݐሺ܌

onde, para ૑ሺݐሻ ൌ ሾ߱௫ሺݐሻ ߱௬ሺݐሻ ߱௭ሺݐሻሿԢ, 

ሻݐሺ܅ ؜ ቎
૙ଷൈଷ ߱௭ሺݐሻ. ۷ଷ െ߱௬ሺݐሻ. ۷ଷ

െ߱௭ሺݐሻ. ۷ଷ ૙ଷൈଷ ߱௫ሺݐሻ. ۷ଷ
߱௬ሺݐሻ. ۷ଷ െ߱௫ሺݐሻ. ۷ଷ ૙ଷൈଷ

቏                 (3.36) 

Integrando (3.35) de ݐ௞ a ݐ௞ାଵ, obtém-se: 

௞ାଵ܌ ൌ ઴ሺݐ௞ାଵ, .௞ሻݐ  ௞                    (3.37)܌

onde ઴ሺݐ௞ାଵ,  ሻ seja constanteݐ௞ሻ é a matriz de transição de estado. Considerando que ૑ሺݐ

durante ܶ, então essa matriz é dada por: 

઴ሺݐ௞ାଵ, ௞ሻݐ ൌ  ೖ.்                                      (3.38)܅݁

onde ܅௞ é computada por (3.36), mas utilizando ૑௞ em vez de ૑ሺݐሻ. Substituindo (3.3) em 

(3.38), 
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઴ሺݐ௞ାଵ, ௞ሻݐ ൌ ݁൫܅෡ೖା ஔ܅ೖ൯.் ൌ .்.෡ೖ܅݁ ݁ஔ܅ೖ.்                                   (3.39) 

onde as matrizes ܅෡௞ e δ܅௞ são dadas por (3.36), mas substituindo ૑ሺݐሻ por ૑ෝ ௞ e δ૑௞, 

respectivamente. Representando o segundo fator do lado direito de (3.39) pela correspondente 

série de potências, obtém-se: 

઴ሺݐ௞ାଵ, ௞ሻݐ ൌ .்.෡ೖ܅݁ ሺ۷ଽ ൅ δ܅௞. ܶ ൅ ڮ ሻ                                           (3.40) 

Considerando-se que  δ૑௞ e ܶ sejam ambos pequenos, o truncamento da série em 

(3.40) após termos de primeira ordem permite que (3.37) seja aproximada pela equação: 

௞ାଵ܌ ൎ .்.෡ೖ܅݁ ௞܌ ൅ .்.෡ೖ܅݁ δ܅௞. ܶ.  ௞                                                    (3.41)܌

que pode ser reescrita de forma a se obter a equação de estado discreta no tempo dos 

estimadores de DCM:  

௞ାଵ܌ ൌ .்.෡ೖ܅݁ ௞܌ ൅ ܶ. .்.෡ೖ܅݁ બ௞. δ૑௞                                                    (3.42) 

onde, 

બ௞ ؜

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 െ݀଻ ݀ସ
0 െ଼݀ ݀ହ
0 െ݀ଽ ݀଺
݀଻ 0 െ݀ଵ
଼݀ 0 െ݀ଶ
݀ଽ 0 െ݀ଷ
െ݀ସ ݀ଵ 0
െ݀ହ ݀ଶ 0
െ݀଺ ݀ଷ ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

௞

                    (3.43) 

Novamente, nota-se que o termo de ruído do modelo em (3.42) depende do valor do 

estado verdadeiro ܌௞. Sendo assim, para fins de implementação dos estimadores de DCM, 
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aproxima-se a covariância ۿ௞
ୢ do ruído de estado empregando-se ܌መ௞|௞ em lugar do ܌௞. Sendo 

assim: 

௞ۿ
ୢ ؆ ડ௞. .ۿ ડ௞

ᇱ                                                                      (3.44) 

onde, 

ડ௞ ൌ ܶ. .்.෡ೖ܅݁ બ෡௞                                  (3.45) 

e બ෡௞ é computada por (3.43), porém utilizando ܌መ௞|௞ ao invés de ܌௞.   

A exponencial matricial que define a matriz de transição em (3.38) será aqui 

aproximada por: 

்.ೖ܅݁ ൌ ۷ଽ ൅ .௞܅ ܶ ൅ ଵ
ଶ

. ௞܅
ଶ. ܶଶ                   (3.46) 

O simples uso do KF tendo-se em vista as equações de estado (3.42) e de medidas 

(3.32), resulta num filtro cujas estimativas não obedecem à restrição de ortonormalidade, i.e., 

۲൫܌መ௞|௞൯
ᇱ
. ۲൫܌መ௞|௞൯ ൌ ۷ଷ. Bar-Itzhack e Reiner (1987) propuseram forçar essa restrição através 

de uma operação de ortogonalização realizada sobre as estimativas atualizadas. Essa operação 

se baseia no algoritmo iterativo (Bar-Itzhack e Meyer, 1976):  

଴܆ ൌ ۲ 

para ݆ ൌ 1 até ݊, faça 

௝ାଵ܆  ൌ 1,5. ௝܆ െ 0,5. .௝܆ ௝܆
ᇱ.  ௝܆

fim para 

כ۲ ൌ  ௝ାଵ܆
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que, para ݊ ՜ ∞, produz a matriz ortonormal, ۲כ, que melhor se aproxima de ۲ no sentido 

Euclidiano 9. A aplicação de uma única iteração desse algoritmo à estimativa atualizada, 

۲൫܌መ௞|௞൯, conforme mostrado em Bar-Itzhack e Reiner (1984), corresponde à seguinte 

transformação, 

መ௞|௞܌
כ ൌ .௞ۻ  መ௞|௞                         (3.47)܌

onde ܌መ௞|௞
כ  é a estimativa ortonormalizada no instante ݐ௞ e, 

௞ۻ ൌ ൥
ଵܰଵ. ۷ଷ ଵܰଶ. ۷ଷ ଵܰଷ. ۷ଷ

ଶܰଵ. ۷ଷ ଶܰଶ. ۷ଷ ଶܰଷ. ۷ଷ

ଷܰଵ. ۷ଷ ଷܰଶ. ۷ଷ ଷܰଷ. ۷ଷ

൩
௞

                   (3.48) 

onde os ௜ܰ௝’s são os elementos da matriz: 

௞ۼ ൌ 1,5. ۷ଷ െ 0,5. ۲൫܌መ௞|௞൯. ۲൫܌መ௞|௞൯
ᇱ
                                    (3.49) 

O uso da operação de ortonormalização dada por (3.47) produz uma estimativa com 

erro ܌ሚ௞|௞
כ ൌ ௞܌ െ መ௞|௞܌

כ , cuja covariância, ۾௞|௞
כ , deve ser computada ao longo da estimação. Os 

estimadores DKF e DKFUO aproximam ۾௞|௞
כ  de formas distintas.  

DKF (Bar-Itzhack e Reiner, 1984) 

 Mediante uso do KF e tendo-se em vista as equações de estado (3.42) e de medidas 

(3.32), obtêm-se os estágios de propagação e de atualização do DKF 10. Esse estimador 

emprega a ortogonalização dada por (3.47) e aproxima a covariância da estimativa 

ortogonalizada por: 

                                                 
9 A norma Euclidiana de uma matriz ۲ ݊ ൈ ݊ é dada por ԡ۲ԡ ൌ ඥߣ௠á௫ , onde ߣ௠á௫ ൌ  ,ଶߣ ,ଵߣ ௜| eߣ|௜ୀଵ,…,௡ݔܽ݉
 .௡ são os auto-valores de ۲ᇱ۲ߣ ,...
10 DKF – DCM Kalman Filter. 
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௞|௞۾
כ ൌ ௞|௞۾ ൅ ሺ۷ଽ െ .௞ሻۻ .መ௞|௞܌ መ௞|௞܌

ᇱ
. ሺ۷ଽ െ  ௞ሻᇱ                 (3.50)ۻ

onde ۾௞|௞ é a covariância da estimativa atualizada. A Tabela 3.6 apresenta o DKF. 

Tabela 3.6  Estimador de DCM – DKF. 

Parâmetros                   ܀௜,௞ ݅ ൌ 1,2.    (Consideradas conhecidas. Vide (3.1))  

           (Considerada conhecida. Vide (3.3))                         ۿ                                                                            

Inicialização                ܌መ଴|଴
כ ൌ ଴|଴۾    መ଴܌

כ ൌ ଴۾
ୢ 

1a - Propagação do estado estimado                   ܌መ௞ାଵ|௞ ൌ .்.෡ೖ܅݁ መ௞|௞܌
כ   

௞ାଵ|௞۾                                                                             ൌ ൫݁܅෡ೖ.்൯. ௞|௞۾
כ . ൫݁܅෡ೖ.்൯

ᇱ
൅ ௞ۿ

ୢ   

1b – Predição das medidas (a)                              ܊መ ௞ାଵ|௞ ൌ ۶௞ାଵ
ୢ .   መ௞ାଵ|௞܌

௞ାଵ|௞۾                                                                             
ୠ ൌ ൫۶௞ାଵ

ୢ ൯. .௞ାଵ|௞۾ ൫۶௞ାଵ
ୢ ൯

ᇱ
൅  ௞ାଵ܀

1c – Covariância cruzada                                    ۾௞ାଵ|௞
ୢୠ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ൫۶௞ାଵ

ୢ ൯
ᇱ
 

2a – Ganho                                                                          ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
ୢୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                            ܌መ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ መ௞ାଵ|௞܌ ൅ ۹௞ାଵ. ቀൣ܊ଵ,௞ାଵ
ᇱ ଶ,௞ାଵ܊

ᇱ൧ᇱ െ መ܊ ௞ାଵ|௞ቁ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                              ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Ortogonalização                                                               ܌መ௞ାଵ|௞ାଵ
כ ൌ .௞ାଵۻ  መ௞ାଵ|௞ାଵ܌

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             
כ ൌ ௞ାଵ|௞ାଵ۾ ൅ ሺ۷ଽ െ .௞ାଵሻۻ .መ௞ାଵ|௞ାଵ܌ መ௞ାଵ|௞ାଵ܌

ᇱ
. ሺ۷ଽ െ  ௞ାଵሻᇱۻ

4 – Voltar a (1) até fim da estimação. 

(a) ۶௞ାଵ
ୢ ൌ ቈ

۶ଵ,௞ାଵ
ୢ

۶ଶ,௞ାଵ
ୢ ቉;  ܀௞ାଵ ൌ ൤

ଵ,௞ାଵ܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞ାଵ܀

൨ 

DKFUO 

 A título de contribuição, propõe-se o DKFUO 11, que se distingue do DKF na forma 

como aplica a ortogonalização dada por (3.47). Considerando-se que a estimativa atualizada 

seja um vetor Gaussiano, ܌መ ~ ࣨ൫܌መ௞|௞, መ௞|௞܌ ,௞|௞൯, então a média۾
כ , e a covariância, ۾௞|௞

כ , do 

vetor aleatório, ܌መכ, obtido pela transformação de ܌መ através de (3.47) podem ser aproximadas 

pela TU:       

መ௞|௞܌ൣ
כ , ௞|௞۾

כ ൧  ൌ  TU ቀ܌መ௞|௞, ,௞|௞۾ .ሺ܏ ሻቁ                  (3.51) 

                                                 
11 DKFUO – DCM Kalman Filter with Unscented Orthogonalization. 
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onde ܏ሺ܌ሻ ൌ .ۻ  conforme explicitado em (3.48) e (3.49). O uso da TU ܌ depende de ۻ e ܌

em (3.51) na ortonormalização das estimativas consiste numa contribuição original deste 

trabalho. 

Como a estimativa ܌መ௞|௞
כ  computada pela TU em (3.51) é uma aproximação de ܏൫܌መ௞|௞൯ 

[vide seção 2.3], espera-se que o DKFUO produza estimativas mais distantes da 

ortonormalidade, no sentido Euclidiano, que o DKF.    

 A Tabela 3.7 apresenta o DKFUO. 

Tabela 3.7  Estimador de DCM – DKFUO. 

Parâmetros                   ܀௜,௞ ݅ ൌ 1,2.    (Consideradas conhecidas. Vide (3.1))  

           (Considerada conhecida. Vide (3.3))                         ۿ                                                                            

Inicialização                ܌መ଴|଴
כ ൌ ଴|଴۾    መ଴܌

כ ൌ ଴۾
ୢ 

1a - Propagação do estado estimado                   ܌መ௞ାଵ|௞ ൌ .்.෡ೖ܅݁ መ௞|௞܌
כ   

௞ାଵ|௞۾                                                                             ൌ ൫݁܅෡ೖ.்൯. ௞|௞۾
כ . ൫݁܅෡ೖ.்൯

ᇱ
൅ ௞ۿ

ୢ   

1b – Predição das medidas (a)                              ܊መ ௞ାଵ|௞ ൌ ۶௞ାଵ
ୢ .   መ௞ାଵ|௞܌

௞ାଵ|௞۾                                                                             
ୠ ൌ ൫۶௞ାଵ

ୢ ൯. .௞ାଵ|௞۾ ൫۶௞ାଵ
ୢ ൯

ᇱ
൅  ௞ାଵ܀

1c – Covariância cruzada                                    ۾௞ାଵ|௞
ୢୠ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ൫۶௞ାଵ

ୢ ൯
ᇱ
 

2a – Ganho                                                                          ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
ୢୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                            ܌መ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ መ௞ାଵ|௞܌ ൅ ۹௞ାଵ. ቀൣ܊ଵ,௞ାଵ
ᇱ ଶ,௞ାଵ܊

ᇱ൧ᇱ െ መ܊ ௞ାଵ|௞ቁ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                              ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Ortogonalização                                                               ൣ܌መ௞ାଵ|௞ାଵ
כ , ௞ାଵ|௞ାଵ۾

כ ൧ ൌ TU ቀ܌መ௞ାଵ|௞ାଵ, ,௞ାଵ|௞ାଵ۾ .ሺ܏ ሻቁ   

4 – Voltar a (1) até fim da estimação. 

(a) ۶௞ାଵ
ୢ ൌ ቈ

۶ଵ,௞ାଵ
ୢ

۶ଶ,௞ାଵ
ୢ ቉;  ܀௞ାଵ ൌ ൤

ଵ,௞ାଵ܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞ାଵ܀

൨ 

3.2.4 Abordagem multiplicativa usando quatérnio de rotação e MRP 

Como comentado anteriormente, uma das formas de se obter um estimador de 

quatérnio cujas estimativas tenham normas unitárias consiste no uso da abordagem 

multiplicativa (Lefferts et al., 1982). Nessa, o quatérnio tem a função de representar a atitude 
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global enquanto que uma parametrização tridimensional 12 é utilizada na representação do 

erro de atitude. A Figura 3.2 contém um diagrama funcional do EKF multiplicativo (MEKF) 

proposto em Crassidis e Markley (1996), o qual utiliza os parâmetros de Rodrigues 

modificados (MRP) 13 na parametrização do erro. Essa forma de parametrização é singular 

apenas para ângulos de rotação de ±360º. Nota-se que, de fato, o CD-EKF utilizado na 

estrutura estima o erro, ܕෝ ௞ାଵ|௞ାଵ, ao passo que o quatérnio atualizado, ܙෝ௞ାଵ|௞ାଵ, é 

computado através de uma multiplicação do erro multiplicativo, δܙ൫ܕෝ ௞ାଵ|௞൯, pelo quatérnio 

de referência, ܙෝ௞ାଵ|௞. Considerando-se que ambos os operandos, δܙ൫ܕෝ ௞ାଵ|௞൯ e ܙෝ௞ାଵ|௞, 

tenham normas unitárias, o resultado dessa multiplicação também consiste num quatérnio 

unitário [vide definição da multiplicação de quatérnios em Wertz (1978), p. 416].  

 

         

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.2 Estrutura do estimador MEKF. 

                                                 
12 Markley (2003) apresenta 3 opções para a representação tridimensional do erro de atitude. 
13 Seja ૖ ൌ ߶. ܕ o vetor de Euler (Wertz, 1978). Assim, os MRP são definidos por ܍ ൌ .܍ ሺథ݊ܽݐ

ସ
ሻ (Schaub, 

1998). 

 ෝ௞|௞ܙ
Reset do quatérnio  

ෝ௞ାଵ|௞ାଵܙ ൌ ෝܕ൫ܙ઼ ௞ାଵ|௞ାଵ൯ ٔ ෝ௞ାଵ|௞ܙ

ෝܕ ௞ାଵ|௞ାଵ ՚ ૙ ۾௞ାଵ|௞
୫  

ෝ௞ାଵ|௞ܙ

Propagação 
do erro 

Atualização 
do erro 

ෝܕ ௞ାଵ|௞ାଵ

௞ାଵ|௞ାଵ۾
୫

ଵିݖ

Propagação 
do quatérnio 

 ଵିݖ

௞|௞۾
୫  

CD-EKF 

ሻݐෝሺܕ ൌ ૙ 

૑ෝ ௞ ሺ܊௜,௞ାଵ,  ௜,௞ାଵሻܚ
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O vetor de estado do estimador de erro (representado em cinza na Figura 3.2) é dado 

por ܕ ൌ  ሾ݉ଵ  ݉ଶ  ݉ଷሿᇱ, cujos componentes são os MRP. Substituindo o vetor de parâmetros 

 :௞ାଵ, obtém-se a equação de medidas não-linear e discreta no tempoܕ ௞ାଵ em (3.1) porܘ

௜,௞ାଵ܊ ൌ ۲ሺܕ௞ାଵሻ. ௜,௞ାଵܚ ൅ δ܊௜,௞ାଵ                   (3.52) 

onde (Schaub, 1998), 

۲ሺܕ௞ାଵሻ ൌ ۷ଷ ൅ ሼ8. ሾܕ௞ାଵ ൈሿଶ െ 4. ሺ1 െ ݉௞ାଵ
ଶሻ. ሾܕ௞ାଵ ൈሿሽ ሺ1 ൅ ݉௞ାଵ

ଶሻଶ⁄             (3.53) 

e ݉௞ାଵ ൌ ԡܕ௞ାଵԡ.  

O modelo de cinemática de atitude para os MRP é dado pela seguinte equação 

diferencial não-linear (Schaub, 1998): 

ሶܕ ሺݐሻ ൌ ,ሻݐሺܕ୫൫܎ ૑ሺݐሻ൯                                      (3.54) 

onde,  

,ܕ୫ሺ܎ ૑ሻ ൌ ۵୫ሺܕሻ. ૑                                                            (3.55) 

e, 

۵୫ሺܕሻ ൌ ଵ
ସ

ሼሺ1 െ ݉௞ାଵ
ଶሻ. ۷ଷ ൅ 2. ሾܕ௞ାଵ ൈሿ ൅ 2. .௞ାଵܕ ௞ାଵܕ

ᇱሽ                (3.56) 

Substituindo a velocidade angular modelada por (3.3) em (3.54), obtém-se a equação 

de estado contínua no tempo: 

ሶܕ ሺݐሻ ൌ ,ሻݐሺܕ୫൫܎ ૑ෝ ሺݐሻ൯ ൅  ۵୫൫ܕሺݐሻ൯. δ૑ሺݐሻ                             (3.57) 

Considerando que ሼܕሺݐሻሽ e ሼδ૑ሺݐሻሽ sejam estatisticamente independentes, então a 

média de ൛۵୫൫ܕሺݐሻ൯. δ૑ሺݐሻൟ é nula. Sua auto-covariância, ܧ ቂቀ۵୫൫ܕሺݐ ൅ ߬ሻ൯. δ૑ሺݐ ൅
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߬ሻቁ . ቀ۵୫൫ܕሺݐሻ൯. δ૑ሺݐሻቁ
ᇱ
ቃ ൌ .ሻݐ୫ሺۿ δሺ߬ሻ, tem valor dependente do estado verdadeiro 

desconhecido. Nesse caso, para fins de implementação dos estimadores de MRP, adota-se a 

seguinte aproximação: 

ሻݐ୫ሺۿ ؆ ડሺݐሻ. .ۿ ડሺݐሻᇱ                                                           (3.58) 

onde ડሺݐሻ ൌ ۵୫൫ܕෝ ௞|௞൯ , ݐ׊ א ሾݐ௞,  .௞ାଵሻݐ

Em seguida são apresentados os estimadores MEKF e MUKF. 

MEKF (Crassidis e Markley, 1996) 

Utilizando o CD-EKF – revisado no capítulo 2 – tendo-se em vista a equação de 

estado (3.57) e a equação de medidas (3.52), obtém-se o estimador de MRP (bloco cinza da 

Figura 3.2) do MEKF 14. O quatérnio de referência utilizado para representar de forma não-

singular a atitude global é propagado entre os instantes ݐ௞ e ݐ௞ାଵ através do modelo linear 

dado anteriormente em (3.15). Sendo assim, o bloco de propagação do erro computa apenas a 

covariância ۾௞ାଵ|௞
୫  e considera ܕෝሺݐሻ  ൌ  ૙ para ݐ א ሾݐ௞,  ௞ାଵሻ, pois a informação de atitude jáݐ

está sendo propagada através do quatérnio. O erro atualizado produzido pelo estimador de 

MRP deve ser convertido no correspondente quatérnio de rotação, δܙ൫ܕෝ ݇൅1|݇൅1൯. A relação 

entre essas duas representações é dada pelo seguinte quatérnio unitário (Schaub, 1998): 

ሻܕሺܙ ൌ ቂ൫ଵି௠మ൯
ሺଵା௠మሻ

ଶ.௠భ
ሺଵା௠మሻ

    ଶ.௠మ
ሺଵା௠మሻ

ଶ.௠య
ሺଵା௠మሻቃ

ᇱ
                            (3.59) 

onde ݉ ൌ ԡܕԡ. 

                                                 
14 MEKF – Multiplicative Extended Kalman Filter. 
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 Conforme ilustrado na Figura 3.2, o bloco de reset do quatérnio de referência requer 

uma multiplicação de quatérnios. A operação de multiplicação entre os quatérnios ܙୟ ൌ

ሾݍଵ௔  ܉܍Ԣሿᇱ e ܙୠ ൌ ሾݍଵ௕  ܊܍Ԣሿᇱ é dada por: 

ୟܙ ٔ ୠܙ ൌ ሾሺݍଵ௔. ଵ௕ݍ െ ܉܍Ԣ. ሻ܊܍ ሺݍଵ௔. ܊܍ ൅ .ଵ௕ݍ ܉܍ െ ሾ܉܍ ൈሿ.  ሻሿᇱ              (3.60)܊܍

O MEKF requer as matrizes Jacobianas do estado e das medidas, derivadas de forma 

explícita no Apêndice B e representadas aqui, respectivamente, por:   

۴୫ሺܕෝሺݐሻ, ૑ෝ ሻ ൌ பౣ܎ሺܕ,૑ෝ ሻ
డܕ

ቚ
ෝሺ௧ሻܕୀܕ

                              (3.61) 

e 

۶௜,௞ାଵ
୫ ൌ ப۲ሺܕሻ.ܚ೔,ೖశభ

డܕ
ቚ

ୀ૙ܕ
                       (3.62) 

A Tabela 3.8 apresenta o MEKF. 
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Tabela 3.8  Estimador EKF multiplicativo – MEKF. 

Parâmetros                   ܀௜,௞ ݅ ൌ 1,2.    (Consideradas conhecidas. Vide (3.1))  

           (Considerada conhecida. Vide (3.3))                          ۿ                                                                            

Inicialização                ܕෝ ଴|଴ ൌ ૙    ۾଴|଴
୫ ൌ ଴۾

୫ 

ෝ଴|଴ܙ                                                                             ൌ  ෝ଴ܙ

1a - Propagação do estado estimado (a)              ܕෝሺݐ ሻ ൌ ૙, ݐ א ሾݐ௞,  .௞ାଵሻݐ

ሶ۾                                                                             ୫ሺݐሻ ൌ ۴୫ሺܕෝሺݐሻ, ૑ෝ ௞ሻ. ሻݐ୫ሺ۾ ൅ .ሻݐ୫ሺ۾ ۴୫ሺܕෝሺݐሻ, ૑ෝ ௞ሻᇱ ൅ ሻݐ୫ሺۿ   

ෝ௞ାଵ|௞ܙ                                                                             ൌ ݁ષ෡ ೖ.்.  ෝ௞|௞       (Vide (3.15))ܙ

1b – Predição das medidas (b)                              ܊መ ௞ାଵ|௞ ൌ ቂ൫۲ሺܕෝ ൌ ૙ሻ. ଵ,௞ାଵ൯ᇱܚ ൫۲ሺܕෝ ൌ ૙ሻ. ଶ,௞ାଵ൯ᇱቃܚ
ᇱ
  

௞ାଵ|௞۾                                                                             
ୠ ൌ ሺ۶௞ାଵ

୫ ሻ. .௞ାଵ|௞۾ ሺ۶௞ାଵ
୫ ሻᇱ ൅  ௞ାଵ܀

1c – Covariância cruzada                                    ۾௞ାଵ|௞
୫ୠ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ሺ۶௞ାଵ

୫ ሻᇱ 

2a – Ganho                                                                          ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୫ୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                            ܕෝ ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ۹௞ାଵ. ቀൣ܊ଵ,௞ାଵ
ᇱ ଶ,௞ାଵ܊

ᇱ൧ᇱ െ መ܊ ௞ାଵ|௞ቁ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             
୫ ൌ ௞ାଵ|௞۾

୫ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Reset do quatérnio (c)                                      ܙෝ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ෝܕ൫ܙ઼ ௞ାଵ|௞ାଵ൯ ٔ  ෝ௞ାଵ|௞ܙ

4 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
(a) A integração das equações diferenciais em (1a) é realizada mediante o uso do método Runge-Kutta de ordem 4 com 

passo fixo de tamanho ݄ ൌ  ܶ, onde ܶ é o período de amostragem das medidas vetoriais. 

(b) ۶௞ାଵ
୫ ൌ ቈ

۶ଵ,௞ାଵ
୫

۶ଶ,௞ାଵ
୫ ቉;  ܀௞ାଵ ൌ ൤

ଵ,௞ାଵ܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞ାଵ܀

൨ 

(c) Para o cálculo de ઼ܙ൫ܕෝ ௞ାଵ|௞ାଵ൯, utiliza-se (3.59). 

O CD-EKF originalmente propaga a estimativa do estado através da integração 

simultânea das equações diferenciais da média e da covariância [vide equações (2.22) e 

(2.23)]. No entanto, o MEKF considera que ܕෝሺݐሻ  ൌ  ૙ durante a propagação da covariância, 

 ୫. A boa aproximação conseguida com essa modificação ad hoc se explica pelo fato de۾

  .ሻ representar o erro de atitude e, sendo assim, sua magnitude é pequenaݐሺܕ

MUKF 

Como contribuição, propõe-se aqui o método MUKF 15, que estima o erro 

parametrizado por MRP mediante o uso do CD-UKF. Evita-se a consideração de que ܕෝሺݐሻ ൌ

 ૙ durante a propagação de ۾୫. Nesse caso, a informação de atitude é propagada através do 
                                                 
15 MUKF – Multiplicative Unscented Kalman Filter. 
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erro, dispensando-se o uso da propagação do quatérnio de rotação. O MUKF apresenta a 

estrutura ilustrada na Figura 3.3. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.3 Estrutura do estimador MUKF. 

 Logo, tendo-se em vista a equação de estado em (3.57), a equação de medidas em 

(3.52) e a estrutura ilustrada na Figura 3.3, a Tabela 3.9 apresenta o estimador MUKF. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ෝ௞|௞ܙ
Reset do quatérnio  

ෝ௞ାଵ|௞ାଵܙ ൌ ෝܕ൫ܙ઼ ௞ାଵ|௞ାଵ൯ ٔ  ෝ௞|௞ܙ

ෝܕ ௞ାଵ|௞ାଵ ՚ ૙ ۾௞ାଵ|௞
୫  Propagação 

do erro 
Atualização 

do erro 

ෝܕ ௞ାଵ|௞ାଵ

௞ାଵ|௞ାଵ۾
୫

ଵିݖ

 ଵିݖ

௞|௞۾
୫  

CD-UKF 

ෝܕ ௞|௞ ൌ ૙ ܕෝ ௞ାଵ|௞

ሺ܊௜,௞ାଵ, ௜,௞ାଵሻ ૑ෝܚ ௞ 
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Tabela 3.9  Estimador UKF multiplicativo – MUKF. 

Parâmetros                   ܀௜,௞ ݅ ൌ 1,2.    (Consideradas conhecidas. Vide (3.1))  

           (Considerada conhecida. Vide (3.3))                          ۿ                                                                            

Inicialização                ܕෝ ଴|଴ ൌ ૙    ۾଴|଴
୫ ൌ ଴۾

୫ 

ෝ଴|଴ܙ                                                                             ൌ  ෝ଴ܙ

1a - Propagação do estado estimado (a)               ൣܕෝ ௞ାଵ|௞, ௞ାଵ|௞۾
୫ ൧ ൌ IU ቀܕෝ ௞|௞, ௞|௞۾

୫ , .୫ሺ܎ , ૑ෝ ௞ሻ,   ሻቁݐ୫ሺۿ

1b – Predição das medidas/ cov. cruzada (b)       ൣ܊መ ௞ାଵ|௞, ഥ௞ାଵ|௞۾
ୠ , ௞ାଵ|௞۾

୫ୠ ൧ ൌ TU൫ܕෝ ௞ାଵ|௞, ௞ାଵ|௞۾
୫ , ௞ାଵܐ

୫ ሺ. ሻ ൯                             
௞ାଵ|௞۾                                                                             

ୠ ൌ ഥ௞ାଵ|௞۾
ୠ ൅  ௞ାଵ܀

2a – Ganho                                                                          ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୫ୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                            ܕෝ ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ෝܕ ௞ାଵ|௞ ൅ ۹௞ାଵ. ቀൣ܊ଵ,௞ାଵ
ᇱ ଶ,௞ାଵ܊

ᇱ൧ᇱ െ መ܊ ௞ାଵ|௞ቁ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             
୫ ൌ ௞ାଵ|௞۾

୫ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Reset do quatérnio (c)                                     ܙෝ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ෝܕ൫ܙ઼ ௞ାଵ|௞ାଵ൯ ٔ  ෝ௞|௞ܙ

ෝܕ                                                                              ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ૙ 

4 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
(a) As equações diferenciais (2.36) e (2.37) da IU são integradas utilizando o método Runge-Kutta de ordem 4 com passo 

fixo de tamanho ݄ ൌ ܶ, onde ܶ é o período de amostragem das medidas vetoriais. 

(b) ܐ௞ାଵ
୫ ሺܕሻ ൌ ቈ

۲ሺܕሻ. ଵ,௞ାଵܚ
۲ሺܕሻ. ଶ,௞ାଵܚ

቉;  ܀௞ାଵ ൌ ൤
ଵ,௞ାଵ܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞ାଵ܀

൨ 

(c) Para o cálculo de ઼ܙ൫ܕෝ ௞ାଵ|௞ାଵ൯, utiliza-se (3.59). 
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3.3 Avaliação baseada em simulações 

Com base em medidas simuladas, os estimadores apresentados na seção anterior são 

aqui comparados com relação a taxa de convergência, acurácia, robustez ao erro de 

inicialização e carga computacional. A partir dos resultados dessa avaliação aponta-se uma 

solução para o problema de estimação de atitude em 3 eixos do satélite ITASAT. 

3.3.1 Simulação do movimento verdadeiro e das medidas 

A avaliação realizada se baseia em testes usando dados simulados referentes ao 

movimento de um satélite rígido ao longo de uma órbita terrestre baixa e quase-equatorial 

durante o período de 1000 ݏ iniciado às 12:00:00 (GMT) de 01/01/2008. Considera-se torque 

de controle nulo. O movimento verdadeiro, orbital e de atitude, e as medidas são simulados 

conforme descrito no Apêndice D. Desconsidera-se a ocorrência de eclipses. A Tabela 3.10 

contém a atitude inicial (de SB em relação a SR) e a velocidade angular inicial (de SB em 

relação a SR e representada em SB) do movimento simulado. Mediante tais condições iniciais, 

evita-se que a representação da atitude por ângulos de Euler (3 െ 2 െ 1) se torne singular 

durante a janela de tempo considerada.    

Tabela 3.10  Parâmetros da simulação do movimento verdadeiro para avaliação dos 

estimadores de atitude. 

Velocidade Angular Inicial Quaténio Inicial (a) 
૑o

 oܙ 

ሾ5,0  0,1  5,0ሿԢ  ሾ1  0  0  0ሿԢ ݏ/ݏݑܽݎ݃
(a) O componente ݍ௢,ଵ corresponde à parte real do quatérnio de rotação ܙ୭. Em ângulos de Euler (3-2-1), a atitude inicial 

verdadeira é dada por હ୭ ൌ ሾ0 0 0ሿԢ.  

 Os distúrbios nas medidas dos ângulos de azimute e de elevação do Sol, 

௦,௞൧ᇱߠߜ  ௦,௞߶ߜൣ
, no campo geomagnético, δ܊ଵ,௞, e na velocidade angular, δ૑ ௞, são 
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considerados ruídos Gaussianos com médias nulas. Suas covariâncias são dadas na Tabela 

3.11. As covariâncias dos erros de medição do campo geomagnético e da direção do Sol são 

escolhidas com base em valores típicos encontrados em Larson e Wertz (1999). A covariância 

do erro de medição de velocidade angular foi escolhida com valor suficiente para que não haja 

divergências das estimativas.   

  Tabela 3.11 Covariâncias verdadeiras dos ruídos de medidas para avaliação dos estimadores 

de atitude. 

Medida Covariância Verdadeira 

Campo geomagnético ܀ଵ,௞ ൌ 4,0. 10ିଵସ. ۷ଷ   ሺܶሻଶ 

Direção do Sol  (a) ܀థఏ ൌ ቀ0,5
π

180ቁ
ଶ

. ۷ଶ   ݀ܽݎଶ 

Velocidade angular ۿ ൌ ሺ0,001ሻଶ. ۷ଷ   ሺݏ/݀ܽݎሻଶ 
(a) ܀థఏ é a covariância do ruído de medidas, ቄൣߜ߶௦,௞ ௦,௞൧ᇱߠߜ א বଶቅ, dos ângulos ilustrados na Figura D.3, no Apêndice D.   

 Conforme justificado no Apêndice D, o erro de medidas vetoriais da direção do Sol 

pode ser aproximado por: 

δ܊ଶ,௞ ؆ મ௞. ൤
௦,௞߶ߜ
௦,௞ߠߜ 

൨                     (3.63) 

onde, 

મ௞ ؜ ൦
െ݊݁ݏ൫߶௦,௞൯. ௦,௞൯ߠ൫ݏ݋ܿ െܿݏ݋൫߶௦,௞൯. ௦,௞൯ߠ൫݊݁ݏ
െ݊݁ݏ൫߶௦,௞൯. ௦,௞൯ߠ൫݊݁ݏ .൫߶௦,௞൯ݏ݋ܿ ௦,௞൯ߠ൫ݏ݋ܿ

൫߶௦,௞൯ݏ݋ܿ 0
൪                (3.64) 

e ߶௦,௞ e ߠ௦,௞ são as medidas dos ângulos de azimute e de elevação do Sol ilustrados na Figura 

D.3 do Apêndice D. 
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  Como ቄൣߜ߶௦,௞  ߠߜ௦,௞൧ᇱቅ tem média nula e covariância ܀థఏ, então a covariância ܀ଶ,௞ de 

൛δ܊ଶ,௞ א বଷൟ pode ser aproximada por મ௞. .థఏ܀ મ௞
ᇱ א বଷൈଷ. No entanto, como ܀థఏ é uma 

matriz de ordem 2, o posto de મ௞. .థఏ܀ મ௞
ᇱ será no máximo 2 e, portanto, trata-se de uma 

matriz singular. De forma a contornar esse problema, soma-se termos de magnitude ߚ ൌ 1 ൈ

10ି଺ aos elementos da diagonal principal de મ௞. .థఏ܀ મ௞
ᇱ (Mendel, 1995), obtendo-se: 

ଶ,௞܀ ؆ મ௞. .థఏ܀ મ௞
ᇱ ൅ .ߚ ۷ଷ                    (3.65) 

3.3.2 Simulações de Monte Carlo 

Utilizando-se as medidas sintetizadas conforme descrito acima, os estimadores de 

atitude são avaliados a partir de simulações de Monte Carlo com 100 realizações 

considerando-se diferentes magnitudes para o período de amostragem e para o erro de 

inicialização. Nessas simulações, o conhecimento a priori da atitude inicial do satélite é 

modelado, através da representação por ângulos de Euler (3 െ 2 െ 1) હෝ଴~ࣨሺહ଴,  ଴ሻ, onde۾

હ଴ tem como componentes os ângulos de Euler verdadeiros (conforme Tabela 3.10) e 

଴۾ ൌ ଴ߪ 
ଶ. ۷ଷ é a covariância do erro de inicialização. Os estimadores de atitude são 

inicializados a partir de હෝ଴, conforme mostrado na Tabela 3.12 16. As covariâncias iniciais dos 

estimadores são sintonizadas. Como exposto no Apêndice D, o cálculo da representação do 

campo geomagnético em SR requer estimativas da posição do satélite. Essa informação é 

modelada aqui como sendo a soma da posição verdadeira representada em SR com um ruído 

Gaussiano de média nula e covariância ۿ௣௢௦ ൌ  100. ۷ଷ ሺ݇݉ଶሻ 17. 

                                                 
16 Na Tabela 3.12, as funções a2qሺ. ሻ, a2dሺ. ሻ denotam, respectivamente, as conversões de ângulos de Euler (3-2-
1) para quatérnio e de ângulos de Euler (3-2-1) para DCM (no formato de vetor). A função a2d(.) é dada por 
(3.22) enquanto que a função a2qሺ. ሻ é obtida pela composição da conversão dada em (3.22) com a conversão de 
DCM para quatérnio. Essa última pode ser encontrada em Wertz (1978), pp. 413-414.    
17 No ITASAT, pretende-se que a informação de posição seja obtida a partir da propagação de estimativas de 
órbita fornecidas por estação de rastreio. A acurácia típica de estimativas de posição assim obtidas é de vários 
quilômetros (Larson e Wertz, 1999).   
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Tabela 3.12 Inicialização dos estimadores de atitude. 

Estimador Estado inicial Covariância Inicial 
QEKF/QUKF ܙෝ଴ ൌ a2q ሺહෝ଴ሻ ۾଴

୯ ൌ 1 ൈ 10ିଷ. ۷ସ 

EEKF/EUKF ܉ො଴ ൌ હෝ଴ ۾଴
ୟ ൌ 1 ൈ 10ିଶ. ۷ଷ      ݀ܽݎଶ  

DKF/DKFUO ܌መ଴ ൌ a2d ሺહෝ଴ሻ ۾଴
ୢ ൌ 1 ൈ 10ିସ. ۷ଽ 

MEKF/MUKF ܙෝ଴ ൌ a2q ሺહෝ଴ሻ 
ෝܕ ଴|଴ ൌ ሾ0 0 0ሿԢ ۾଴

୫ ൌ 1 ൈ 10ିଷ. ۷ଷ 

Os parâmetros ߢ das TUs e IUs dos estimadores propostos (QUKF, EUKF, DKFUO e 

MUKF) são ajustados de acordo com a regra ߢ ൌ 3 െ ݊, onde ݊ é a dimensão do vetor de 

estado [para detalhes sobre a TU e a IU, vide seção 2.3]. 

Os índices de desempenho utilizados na avaliação dos estimadores de atitude são: 

• Erro angular: 

௞ܫ ൌ ቚܽܿݏ݋ ቀଵ
ଶ

݋çܽݎݐ ቀ۲൫ܘෝ௞|௞൯ᇱ. ۲ሺܘ௞ሻቁ െ ଵ
ଶ
ቁቚ                (3.66) 

• Índice de ortonormalidade: 

௞ܬ ൌ ݋çܽݎݐ ቄቀ۲൫ܘෝ௞|௞൯ᇱ. ۲൫ܘෝ௞|௞൯ െ  ۷ଷቁ . ቀ۲൫ܘෝ௞|௞൯ᇱ. ۲൫ܘෝ௞|௞൯ െ  ۷ଷቁ
ᇱ
ቅ             (3.67) 

Ambos os índices apresentam valores positivos. O índice ܫ௞ corresponde ao ângulo da 

representação de atitude por eixo/ângulo de Euler (Wertz, 1978). Seu valor se aproxima de 

zero à medida que a atitude estimada se aproxima da atitude verdadeira. Quanto ao índice ܬ௞, 

seu valor se aproxima de zero à medida que a DCM correspondente ao vetor de parâmetros 

estimado, ۲൫ܘෝ௞|௞൯, se aproxima de uma matriz ortonormal.  

Utilizando período de amostragem ܶ ൌ ଴ߪ e inicializações com ݏ 0,1 ൌ  ,ݏݑܽݎ݃ 5,0

obtêm-se para cada estimador 100 realizações dos índices ܫ௞ e ܬ௞, das quais se computam as 

médias ܫ ҧ௞ e ܬ ҧ௞ e os desvios-padrão ߪ௞
ூ  e ߪ௞

௃, respectivamente. A Figura 3.4 apresenta os 

resultados de erro angular enquanto que a Figura 3.5 exibe os resultados de ortonormalidade. 

Na Figura 3.4, nota-se uma ligeira superioridade dos estimadores de quatérnio em termos de 

tempo de convergência e acurácia, características que serão mais bem avaliadas adiante. As 
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oscilações observadas nos gráficos dessa figura são síncronas com a velocidade angular do 

satélite. 

Na Figura 3.5, os índices de ortonormalidade referentes aos estimadores EEKF e 

EUKF são omitidos, pois as estimativas de ângulos de Euler quando convertidas para DCM 

sempre produzem uma matriz ortonormal [vide (3.22)] e, nesse caso, ܬ௞ assume valores nulos. 

Nota-se a superioridade em termos de ortonormalidade do QEKF e do DKF em relação ao 

QUKF e ao DKFUO, respectivamente, conforme previsto anteriormente [vide subseções 3.2.1 

e 3.2.3]. A omissão da operação de normalização no QEKF resulta em índices de 

ortonormalidade com valores da ordem de 10ି଻. Omitindo-se a operação de ortogonalização 

no DKF, obtêm-se estimativas que convergem lentamente e índices de ortonormalidade da 

ordem de 10ିଷ. Observa-se ainda que os índices de ortonormalidade associados aos 

estimadores multiplicativos, MEKF e MUKF, embora assumam valores diminutos, eles 

aumentam no decorrer da estimação, o que se deve a erros numéricos que fazem com que as 

normas das estimativas de quatérnio não se mantenham exatamente unitárias (Markley, 2003).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

55 
 

33      EEssttiimmaaççããoo  ddee  AAttiittuuddee  

 

 

 

 

Figura 3.4 Erros angulares dos estimadores de atitude – ܶ ൌ ଴ߪ ,ݏ 0,1 ൌ  .ݏݑܽݎ݃ 5,0
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Figura 3.5 Índices de ortonormalidade dos estimadores de atitude – ܶ ൌ ଴ߪ ,ݏ 0,1 ൌ

 .ݏݑܽݎ݃ 5,0

 A Tabela 3.13 apresenta os tempos de convergência dos estimadores considerando-se 

diferentes magnitudes para o período de amostragem. Adota-se como medida do tempo de 

convergência o tempo decorrido desde o início da estimação até o instante ݐ௞ em que ܫ ҧ௞ ൅ 3 ൈ

௞ߪ
ூ  se torna inferior a 2 ݃18 ݏݑܽݎ. Observa-se que os estimadores de quatérnio convergem 

rapidamente e não apresentam diferença significativa entre si. Nota-se ainda a superioridade 

                                                 
18 Tipicamente, a estimação de atitude baseada em magnetômetro tem acurácia entre 0,5 grau e 3,0 graus (Larson 
e Wertz, 1999).  
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do EUKF, do DKFUO e do MUKF, respectivamente, em relação ao EEKF, ao DKF e ao 

MEKF.   

Tabela 3.13 Tempos de convergência dos estimadores de atitude – ߪ଴ ൌ  .ݏݑܽݎ݃ 5,0

Estimador Tempo de convergência ሾݏሿ     ሺܫ ҧ௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ூ ൏  ሻݏݑܽݎ݃ 2

 ܶ ൌ 0,1 ܶ ݏ ൌ 0,5 ܶ ݏ ൌ 1,0  ݏ
QEKF/QUKF 0,2 / 0,2 1,0 / 1,0 2,0 / 2,0 

EEKF/EUKF 6,4 / 0,2 16,0 / 1,0 29,0 / 2,0 

DKF/DKFUO 21,3 / 1,4 14,0 / 6,5 18,0 / 12,0 

MEKF/MUKF 7,4 / 0,2 8,5 / 1,5 24,0 / 2,0 

 

 A Tabela 3.14 apresenta os valores máximos de ܫ ҧ௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ூ  para ݐ׊௞ א ሺ50, 1000ሿ ݏ, 

através dos quais se comparam as acurácias dos estimadores considerando-se diferentes 

magnitudes para ܶ. Como notado anteriormente na Figura 3.4, observa-se aqui a 

superioridade dos estimadores de quatérnio quando se adota ܶ ൌ  O EUKF e o DKFUO .ݏ 0,1

se mostram mais acurados que o EEKF e o DKF, respectivamente. Os estimadores 

multiplicativos, assim como os estimadores de quatérnio, não apresentam diferença 

significativa entre si.  

Tabela 3.14 Acurácias dos estimadores de atitude – ߪ଴ ൌ  .ݏݑܽݎ݃ 5,0

Estimador     Máximo ሼܫ ҧ௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ூሽ, para ݐ׊௞ א ሺ50, 1000ሿ ݏ             ሾ݃ݏݑܽݎሿ 

 ܶ ൌ 0,1 ܶ ݏ ൌ 0,5 ܶ ݏ ൌ 1,0  ݏ
QEKF/QUKF 0,479 / 0,472 0,840 / 0,840 1,152 / 1,137 

EEKF/EUKF 0,876 / 0,532 1,453 / 0,855 1,700 / 1,134 

DKF/DKFUO 0,533 / 0,495 1,074 / 0,844 1,225 / 1,053 

MEKF/MUKF 0,529 / 0,529 0,861 / 0,861 1,149 / 1,148 

 

 Os estimadores são avaliados em relação a robustez ao erro de inicialização conforme 

descrito a seguir. Em 1000 realizações do processo de estimação de cada estimador, registra-
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se o número de vezes em que ܫ ҧ௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ூ ൐ ௞ݐ para ݏݑܽݎ݃ 2 א ሺ50, 1000ሿ ݏ. Esse número, 

denotado por ௥ܰሺߪ଴ሻ, é adotado na mensuração de robustez ao erro de inicialização do 

estimador em questão. Dessa forma, quanto menores os valores assumidos por ௥ܰሺߪ଴ሻ, maior 

é a robustez ao erro de inicialização do correspondente estimador. A Tabela 3.15 apresenta 

valores de ௥ܰሺߪ଴ሻ considerando diferentes magnitudes para o desvio-padrão ߪ଴. O período de 

amostragem é fixado em ܶ ൌ  Observa-se que os estimadores de quatérnio se mostram .ݏ 0,1

mais robustos. Nota-se também a superioridade do EUKF, do DKFUO e do MUKF, 

respectivamente, em relação ao EEKF, ao DKF e ao MEKF. 

Tabela 3.15 Robustez dos estimadores de atitude em relação ao erro de inicialização – 

ܶ ൌ  .ݏ 0,1

Estimador ௥ܰሺߪ଴ሻ 
଴ߪ  ൌ ଴ߪ ݏݑܽݎ݃ 5,0 ൌ 20,0 ଴ߪ ݏݑܽݎ݃ ൌ  ݏݑܽݎ݃ 50,0

QEKF/QUKF 0 / 0 0 / 0 0 / 0 

EEKF/EUKF 3 / 0 8 / 0 14 / 0 

DKF/DKFUO 0 / 0 0 / 0 107 / 82 

MEKF/MUKF 0 / 0 4 / 0 18 / 0 

 

3.3.3 Carga computacional 

Considerando-se uma janela de tempo de 100 ݏ e período de amostragem ܶ ൌ  ,ݏ 0,1

medem-se cinco realizações do tempo de execução de cada estimador, a partir das quais são 

calculadas a média, ݉௖, e o desvio-padrão, ߪ௖. A média ݉௖ é utilizada aqui como medida de 

carga computacional 19. A Tabela 3.16 apresenta as cargas computacionais dos estimadores de 

atitude. Os valores de ߪ௖ mostram que as variações nas medidas de tempo de execução são 

pequenas. A terceira coluna contém as cargas computacionais relativas à carga do QEKF, que 

                                                 
19 A avaliação de carga computacional através de medidas de tempo de execução evita o trabalho de computar o 
número de operações de soma e de multiplicação como realizado em Waldmann (2002). Entretanto, o resultado é 
influenciado por outras tarefas concorrentes gerenciadas pelo sistema operacional empregado, no caso o 
Windows XP SP2. 
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apresenta o menor tempo de execução dentre os estimadores considerados. Os estimadores de 

DCM exibem maiores tempos de execução, o que se deve à dimensão 9 de seus vetores de 

estado. Nota-se que os estimadores propostos exibem cargas em torno do dobro das cargas 

dos correspondentes estimadores revisados. 

Tabela 3.16 Cargas computacionais dos estimadores de atitude. 

Estimador Tempo de execução [s] 
݉௖ (ߪ௖) 

Carga relativa ao QEKF 

QEKF/QUKF 0,97 ሺ0,02ሻ / 1,98 ሺ0,05ሻ 1 / 2,0 

EEKF/EUKF 1,25 ሺ0,02ሻ / 2,77 ሺ0,05ሻ 1,3 / 2,9 

DKF/DKFUO 2,16 ሺ0,06ሻ / 3,76 ሺ0,08ሻ 2,2 / 3,9 

MEKF/MUKF 1,35 ሺ0,05ሻ / 3,40 ሺ0,03ሻ 1,4 / 3,5 

3.4 Comentários 

Tratou-se aqui do problema de estimação de atitude de satélite em 3 eixos segundo a 

abordagem MV a partir de medidas vetoriais do campo geomagnético e da direção do Sol. 

Foram estudadas quatro formas de representação de atitude: quatérnio de rotação, ângulos de 

Euler, DCM e MRP. Para cada uma dessas representações, revisou-se um método existente na 

literatura e propôs-se outro, tendo em vista o uso da TU e/ou da IU.  

Os estimadores foram avaliados com base em simulações de Monte Carlo. De forma 

geral, os estimadores propostos se mostraram melhores em termos de taxa de convergência, 

acurácia e robustez ao erro de inicialização. Por outro lado, tais estimadores exibiram maiores 

tempos de execução. 

A comparação entre representações de atitude revelou que os estimadores de 

quatérnio, QEKF e QUKF, apresentam melhores desempenhos. Sendo assim, esses 

estimadores serão considerados na proposta de um Sistema de Determinação de Atitude 

(SDA) para satélites de baixo custo no capítulo 5.  
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4 ESTIMAÇÃO DE VELOCIDADE ANGULAR 

lgoritmos para estimação de velocidade angular a partir de medidas vetoriais do 

campo geomagnético e da direção do Sol são investigados neste capítulo. Com base 

em equações de estado e de medidas existentes na literatura, apresentam-se dois estimadores 

do tipo DA-VM – DAEKF e DAUKF – e dois do tipo EA-VM – EAEKF e EAUKF. 1, 2  

A seção 4.1 define o problema de estimação de velocidade angular a partir de medidas 

vetoriais. Em seguida, a seção 4.2 apresenta as formulações dos estimadores. A seção 4.3 os 

compara através de resultados obtidos com medidas simuladas. Por fim, a seção 4.4 apresenta 

comentários sobre os estudos realizados no capítulo. 

4.1  Definição do problema (Bar-Itzhack, 2001) 

O problema de estimação de velocidade angular a partir de medidas vetoriais é 

definido a seguir. Seja SB um sistema de coordenadas Cartesianas (SCC) fixo ao corpo do 

satélite e SR algum SCC de referência. O sistema SB gira, no instante ݐ, com uma velocidade 

angular em relação a SR representada em SB por ૑ሺݐሻ א বଷ. Um conjunto de ݉ vetores 

observado no instante ݐ, quando projetado em SB e SR, dá origem aos conjuntos ऌሺݐሻ ൌ

ሼ܊௜ሺݐሻ א বଷ, ݅ ൌ 1,2, … , ݉ሽ e जሺݐሻ ൌ ሼܚ௜ሺݐሻ א বଷ, ݅ ൌ 1,2, … , ݉ሽ, respectivamente; ݉ é o 

número de pares de medidas vetoriais ൫܊௜ሺݐሻ,  ሻ são asݐሻ e जሺݐሻ൯. Os elementos de ऌሺݐ௜ሺܚ

representações das medidas vetoriais em SB e em SR, respectivamente.  

Os elementos de ऌሺݐሻ e जሺݐሻ e a velocidade angular ૑ሺݐሻ se relacionam através do 

teorema do transporte, 

                                                 
1 A classificação de estimadores de velocidade angular adotada neste trabalho é apresentada no item 1.1.2. 
2 DAEKF – Derivative Approach, Extended Kalman Filter. 
  DAUKF – Derivative Approach, Unscented Kalman Filter. 
  EAEKF –  Estimation Approach, Extended Kalman Filter. 
  EAUKF – Estimation Approach, Unscented Kalman Filter. 

A
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۲ሺݐሻ. ሻݐሶ௜ሺܚ ൌ ሶ܊ ௜ሺݐሻ ൅ ૑ሺݐሻ ൈ  ሻ                                                                                      (4.1)ݐ௜ሺ܊

onde ۲ሺݐሻ é a DCM que rotaciona de SR a SB no instante ݐ. 

Considerando que ૑ሺݐሻ tenha magnitude grande o suficiente para que as 

representações das medidas vetoriais em SB tenham variações temporais significativamente 

maiores que as das medidas vetoriais em SR, o vetor derivada temporal observado em SR, 

 ሻ, em (4.1) pode ser desprezado (Psiaki e Oshman, 2003). Nesse caso, essa equaçãoݐሶ௜ሺܚ

simplifica-se para, 

ሶ܊ ௜ሺݐሻ ൌ ሾ܊௜ሺݐሻ ൈሿ. ૑ሺݐሻ                         (4.2) 

onde ሾ܊௜ሺݐሻ ൈሿ é a matriz produto vetorial referente ao vetor ܊௜ሺݐሻ [vide notação na Lista de 

Símbolos]. Como no capítulo 3, ݅ ൌ 1 se refere às medidas do campo geomagnético, enquanto 

que ݅ ൌ 2 corresponde às medidas da direção do Sol. Essa equação consiste no modelo de 

cinemática das medidas vetoriais utilizado nas formulações dos estimadores na seção 4.2. 

Nota-se sua independência em relação à atitude e às medidas vetoriais em SR.  

Conforme definido em 1.2.2, estimadores de ૑ሺݐሻ a partir de medidas vetoriais podem 

pertencer a duas abordagens distintas: abordagem baseada em derivação (DA-VM) e 

abordagem baseada em estimação (EA-VM). Estimadores pertencentes à abordagem DA-VM 

utilizam (4.2) na definição de suas equações de medidas e requerem a computação numérica 

de derivadas temporais das medidas vetoriais. Por outro lado, estimadores que seguem a 

abordagem EA-VM incluem (4.2) em suas equações de estado e evitam o cálculo de 

derivadas temporais das medidas. 

 Os estimadores de velocidade angular existentes na literatura normalmente têm suas 

equações de estado baseadas nas equações de Euler 3, as quais requerem o conhecimento do 

                                                 
3 Uma exceção a essa abordagem é encontrada em Oshman e Markley (1999), onde se modela a aceleração 
angular do veículo como um processo estocástico Markoviano. 
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tensor de inércia do veículo bem como dos torques externos nele atuantes. Essa modelagem é 

utilizada neste trabalho. Dessa forma, considerando-se um satélite rígido e sem rodas de 

momentum ou de reação, a evolução temporal da velocidade angular é modelada por (Wertz, 

1978), 

૑ሶ ሺݐሻ ൌ औିଵ. ൣ൫औ. ૑ሺݐሻ൯ ൈ ૑ሺݐሻ൧ ൅ औିଵ. ૌሺݐሻ ൅  ሻ                          (4.3)ݐሺܟ

onde औ א বଷൈଷ é o tensor de inércia; ૌሺݐሻ א বଷ é o vetor torque de controle; e ሼܟሺݐሻ א বଷሽ é 

o ruído de estado que representa torques de perturbação não-modelados 4, incertezas no tensor 

de inércia e incertezas no modelo do atuador utilizado para gerar ૌሺݐሻ. Esse ruído é 

considerado aqui como um processo branco com média nula e densidade espectral de potência 

ୢۿ א বଷൈଷ.  

4.2   Estimadores de velocidade angular 

 Em seguida são apresentados estimadores de velocidade angular pertencentes às 

abordagens DA-VM e EA-VM. Por simplicidade, os estimadores do tipo DA-VM serão 

chamados de estimadores DA enquanto que os do tipo EA-VM serão referidos como 

estimadores EA.  

4.2.1 Abordagem baseada em derivação (Harman e Bar-Itzhack, 1999) 

Os estimadores DA apresentados em seguida têm como vetor de estado a própria 

velocidade angular ૑. 

Considerando-se que o período de amostragem ܶ seja suficientemente pequeno, pode-

se aproximar a derivada em (4.2) por diferença finita. Dessa forma, obtém-se a equação de 

medidas linear e discreta no tempo, 
                                                 
4 Os torques de perturbação mais relevantes são devidos a gradiente gravitacional, magnetismo residual, arrasto 
atmosférico e radiação solar. Modelos para esses torques podem ser encontrados em Wertz (1978), pp. 566-576. 
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௜,௞ାଵܢ
ୢ ൌ ۶௜,௞ାଵ

ୢ . ૑௞ାଵ ൅ ௜,௞ାଵܞ
ୢ          (4.4) 

onde,  

௜,௞ାଵܢ
ୢ ؜ ଵ

்
൫܊௜,௞ାଵ െ  ௜,௞൯          (4.5)܊

۶௜,௞ାଵ
ୢ ؜ ௜,௞ାଵ܊ൣ ൈ൧           (4.6) 

O termo de ruído, ൛ܞ௜,௞
ୢ א বଷൟ, da equação de medidas (4.4) abarca erros decorrentes 

de 3 fontes. A primeira delas consiste na aproximação adotada em (4.2). A segunda se trata do 

erro da derivação numérica em (4.5), que tem significância dependente do intervalo ܶ e das 

taxas de variação temporal das medidas vetoriais5. A terceira fonte consiste nos ruídos, 

൛δ܊௜,௞ א বଷൟ, das medidas vetoriais utilizadas no cálculo de ܢ௜,௞ାଵ
ୢ  mediante (4.5). Dessa 

forma, o ruído ൛ܞ௜,௞
ୢ א বଷൟ apresenta uma natureza complexa. No entanto, para facilitar o 

emprego da equação de medidas (4.4) em estimadores de estado dos tipos EKF e UKF, 

considera-se seu modelo como sendo simplesmente um ruído branco com média nula e 

covariância ܀௜
ୢ.        

A Figura 4.1 apresenta a estrutura dos estimadores DA estudados aqui. As medidas 

vetoriais no instante ݐ௞ାଵ, ܊௜,௞ାଵ, são adquiridas segundo um período de amostragem ܶ. O 

estimador ilustrado produz no instante ݐ௞ାଵ a estimativa ૑ෝ ௞ାଵ|௞ାଵ e a covariância do erro de 

estimação ۾௞ାଵ|௞ାଵ. 

 

 

 

 

                                                 
5 Por exemplo, para um dado valor de ܶ, o erro na derivação numérica das medidas vetoriais em SB aumenta com 
a freqüência no caso em que as medidas vetoriais varia senoidalmente.   
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Figura 4.1 Estimador de velocidade angular – abordagem DA-VM. 

 

As equações de estado (4.3) e de medidas (4.4) são utilizadas nos estimadores 

PSELIKA (pseudo-linear Kalman filter) e CD-SDARE (continuous discrete, state-dependent 

algebraic Riccati equation) propostos por Harman e Bar-Itzhack (1999). Esses estimadores se 

baseiam na estrutura pseudo-linear de (4.3) cujo termo não-linear, औିଵ. ൣ൫औ. ૑ሺݐሻ൯ ൈ ૑ሺݐሻ൧, 

pode ser decomposto na multiplicação de uma matriz dependente do estado, 

औିଵ. ൣ൫औ. ૑ሺݐሻ൯ ൈ൧, pelo próprio estado, ૑ሺݐሻ. Esses estimadores evitam o uso de 

linearização e, conseqüentemente, apresentam maior robustez a erros de inicialização quando 

comparados ao CD-EKF. Por outro lado, apresentam acurácia inferior à do CD-EKF (Psiaki e 

Oshman, 2003). Em diversas aplicações, o UKF tem se mostrado mais robusto a erros de 

inicialização do que o EKF (Julier e Uhlmann, 2004). Isso motiva a investigação do uso do 

CD-UKF na estimação de velocidade angular empregando as equações de estado (4.3) e de 

medidas (4.4). 

Em seguida são apresentados os estimadores DAEKF e DAUKF. 
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૑ෝ ௞|௞ 

 ሻݐ௜,௞ାଵ ૌሺ܊

Propagação 
baseada em 

(4.3)

Atualização 
baseada em 

(4.4)

zିଵ 
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DAEKF (Santos e Waldmann, 2007b) 

Utilizando-se o CD-EKF – revisado no capítulo 2 – para estimar velocidade angular 

segundo a abordagem DA, obtém-se o estimador DAEKF apresentado na Tabela 4.1. As 

equações de estado e de medidas do DAEKF são dadas, respectivamente, por (4.3) e (4.4). 

Esse estimador requer a matriz Jacobiana do estado, 

۴ୢሺ૑ෝ ሺݐሻ, ૌሺݐሻሻ ൌ డ܎ౚሺ૑,ૌሺ௧ሻሻ
డ૑

ቚ
૑ୀ૑ෝ ሺ௧ሻ

           (4.7) 

onde, 

,ሺ૑ୢ܎ ૌሻ ൌ औିଵ. ሺऔ. ૑ሻ ൈ ૑ ൅ औିଵ. ૌ                    (4.8) 

 A matriz ۴ୢ൫૑ෝ ሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯ representada em (4.7) é dada de forma explícita no Apêndice 

B; o torque de controle ૌሺݐሻ é considerado constante entre instantes de amostragem 

sucessivos, ou seja, ૌሺݐሻ ൌ ૌ௞ para  ݐ׊ א ሾݐ௞,  .௞ାଵሻݐ
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Tabela 4.1  Estimador de velocidade angular – DAEKF. 

Parâmetros                    ܀௜
ୢ ݅ ൌ 1,2.   (Sintonizadas)    

           (Sintonizada)                     ୢۿ                                                                             

Inicialização                 ૑ෝ ଴|଴ ൌ ૑ෝ ଴    ۾଴|଴ ൌ ሾሺ૑଴ܧ െ ૑ෝ ଴ሻ. ሺ૑଴ െ ૑ෝ ଴ሻԢሿ 

1a - Propagação do estado estimado (a)              )t(ω̂& ൌ ሺ૑ෝୢ܎ ሺݐሻ, ૌ௞ሻ 

                                                          d)'),(ˆ()()()),(ˆ()( QτPPτ ++=  t.tt.tt kk ωFωFP dd&  

1b – Predição das medidas (b)                               ܢො௞ାଵ|௞ ൌ ۶௞ାଵ
ୢ . ૑ෝ ௞ାଵ|௞  

௞ାଵ|௞۾                                                                              
୸ ൌ ۶௞ାଵ

ୢ . .௞ାଵ|௞۾ ۶௞ାଵ
ୢ ᇱ

൅ ୢ܀  

1c – Covariância cruzada                                     ۾௞ାଵ|௞
ன୸ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ۶௞ାଵ

ୢ ᇱ
 

2a – Ganho                                                                           ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
ன୸ . ൫۾௞ାଵ|௞

୸ ൯ିଵ
 

2b – Atualização da estimativa (c)                        ૑ෝ ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ૑ෝ ௞ାଵ|௞ ൅ ۹௞ାଵ. ሺܢ௞ାଵ
ୢ െ  ො௞ାଵ|௞ሻܢ

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                               ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
୸ . ۹௞ାଵ

ᇱ  

3 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
(a) A propagação da média e da covariância é realizada integrando-se as equações diferenciais em (1a) de ݐ௞ a ݐ௞ାଵ a partir 

das condições iniciais ૑ෝ ௞|௞ e ۾௞|௞. Ao final da integração, obtém-se ૑ෝ ௞ାଵ|௞ e ۾௞ାଵ|௞; Para tal, utiliza-se o método 
Runge-Kutta de ordem 4 com passo fixo de tamanho ݄ ൌ  .ݏ 0,1

(b) ۶௞ାଵ
ୢ ൌ ቈ

۶ଵ,௞ାଵ
ୢ

۶ଶ,௞ାଵ
ୢ ቉; ୢ܀ ൌ ቈ ଵ܀

ୢ ૙ଷൈଷ

૙ଷൈଷ ଶ܀
ୢ ቉ 

(c) ܢ௞ାଵ
ୢ ൌ ቈ

ଵ,௞ାଵܢ
ୢ

ଶ,௞ାଵܢ
ୢ ቉ 

 

DAUKF (Santos e Waldmann, 2007b) 

Utilizando-se o CD-UKF – conforme apresentado no capítulo 2 – para estimar 

velocidade angular segundo a abordagem DA, obtém-se o estimador DAUKF apresentado na 

Tabela 4.2. As equações de estado e de medidas do DAUKF são dadas, respectivamente, por 

(4.3) e (4.4). Observa-se que os cálculos das medidas preditas, da covariância dos resíduos 

(passo 1b) e da covariância cruzada entre o estado e as medidas (passo 1c) se baseiam numa 

equação de medidas linear, (4.4), o que dispensa o uso da TU. 

Assim como no DAEKF, aqui o torque de controle ૌሺݐሻ também é considerado 

constante entre instantes de amostragem sucessivos. 
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Tabela 4.2  Estimador de velocidade angular – DAUKF. 

Parâmetros                    ܀௜
ୢ ݅ ൌ 1,2.    (Sintonizadas)  

           (Sintonizada)                      ୢۿ                                                                             

Inicialização                 ૑ෝ ଴|଴ ൌ ૑ෝ ଴    ۾଴|଴ ൌ ሾሺ૑଴ܧ െ ૑ෝ ଴ሻ. ሺ૑଴ െ ૑ෝ ଴ሻԢሿ 

1a - Propagação do estado estimado (a)                ൣ૑ෝ ௞ାଵ|௞, ௞ାଵ|௞൧۾ ൌ IU൫૑ෝ ௞|௞, ,௞|௞۾ .൫ୢ܎ , ૌሺݐሻ൯,   ൯ୢۿ

1b – Predição das medidas (b)                               ܢො௞ାଵ|௞ ൌ ۶௞ାଵ
ୢ . ૑ෝ ௞ାଵ|௞  

௞ାଵ|௞۾                                                                              
୸ ൌ ۶௞ାଵ

ୢ . .௞ାଵ|௞۾ ۶௞ାଵ
ୢ ᇱ

൅ ୢ܀  

1c – Covariância cruzada                                     ۾௞ାଵ|௞
ன୸ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ۶௞ାଵ

ୢ ᇱ
 

2a – Ganho                                                                           ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
ன୸ . ൫۾௞ାଵ|௞

୸ ൯ିଵ
 

2b – Atualização da estimativa (c)                        ૑ෝ ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ૑ෝ ௞ାଵ|௞ ൅ ۹௞ାଵ. ሺܢ௞ାଵ െ  ො௞ାଵ|௞ሻܢ

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                               ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
୸ . ۹௞ାଵ

ᇱ 

3 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
(a) As equações diferenciais (2.36) e (2.37) da IU são integradas utilizando o método Runge-Kutta de ordem 4 com passo 

fixo de tamanho ݄ ൌ  .ݏ 0,1

(b) ۶௞ାଵ
ୢ ൌ ቈ

۶ଵ,௞ାଵ
ୢ

۶ଶ,௞ାଵ
ୢ ቉; ୢ܀ ൌ ቈ ଵ܀

ୢ ૙ଷൈଷ

૙ଷൈଷ ଶ܀
ୢ ቉ 

(c) ܢ௞ାଵ ൌ ቈ
ଵ,௞ାଵܢ

ୢ

ଶ,௞ାଵܢ
ୢ ቉ 

 

4.2.2 Abordagem baseada em estimação (Bar-Itzhack, 2001) 

O vetor de estado dos estimadores EA é dado por ܠ ൌ ሾ૑ᇱ  ܊ଵ
ᇱ  ܊ଶ

ᇱሿᇱ א বଽ, onde ૑ é a 

velocidade angular de interesse e ܊ଵ e ܊ଶ correspondem, respectivamente, às representações 

do campo geomagnético e da direção do Sol no sistema SB. Concatenando as equações de 

cinemática de ܊ଵ e de ܊ଶ dadas por (4.2) com o modelo dinâmico de um satélite rígido e sem 

rodas dado por (4.3), obtém-se a equação de estado dos estimadores EA, 

ሻݐሶሺܠ ൌ ,ሻݐሺܠ൫ୣ܎ ૌሺݐሻ൯ ൅  ሻ                       (4.9)ݐሺୣܟ

onde o termo de ruído, ሼୣܟሺݐሻ א বଽሽ, é modelado como um processo ruidoso branco de 

média nula e densidade espectral de potência ୣۿ א বଽൈଽ,  ୢ܎ሺ. , . ሻ vem de (4.8) e, 
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,ሻݐሺܠ൫ୣ܎ ૌሺݐሻ൯ ؜ ቎
,ሻݐ൫૑ሺୢ܎ ૌሺݐሻ൯
ሾ܊ଵሺݐሻ ൈሿ. ૑ሺݐሻ
ሾ܊ଶሺݐሻ ൈሿ. ૑ሺݐሻ

቏                  (4.10) 

Como as medidas utilizadas pelos estimadores EA correspondem a ܊ଵ e ܊ଶ, há uma 

relação linear e invariante no tempo entre elas e o vetor estado, donde se obtém a simples 

equação de medidas em tempo discreto, 

௞ାଵܢ
ୣ ൌ ۶ୣ. ௞ାଵܠ ൅ ௞ାଵܞ

ୣ                    (4.11) 

onde,  

௞ାଵܢ
ୣ ؜ ൤

ଵ,௞ାଵ܊
ଶ,௞ାଵ܊

൨                    (4.12) 

۶ୣ ؜ ൤૙ଷൈଷ ۷ଷ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ૙ଷൈଷ ۷ଷ

൨                   (4.13) 

௞ାଵܞ
ୣ ؜ ൤

δ܊ଵ,௞ାଵ
δ܊ଶ,௞ାଵ

൨                     (4.14) 

O erro de medidas ሼܞ௞
ୣ א ব଺ሽ é modelado como uma seqüência branca de média nula e 

covariância, 

௞܀
ୣ ൌ ൤

ଵ,௞܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞܀

൨                    (4.15) 

onde ܀ଵ,௞ e ܀ଶ,௞ são as covariâncias dos ruídos de medida vetorial ൛δ܊ଵ,௞ א বଷൟ e ൛δ܊ଶ,௞ א

বଷሽ, respectivamente. Essas covariâncias são consideradas conhecidas. 

  A Figura 4.2 apresenta a estrutura dos estimadores EA estudados aqui. As medidas 

vetoriais no instante ݐ௞ାଵ, ܊௜,௞ାଵ, são adquiridas segundo um período de amostragem ܶ. O 

estimador ilustrado produz no instante ݐ௞ାଵ a estimativa ܠො௞ାଵ|௞ାଵ e a covariância do erro de 
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estimação ۾௞ାଵ|௞ାଵ
୶ , donde se obtêm a estimativa de velocidade e a covariância do 

correspondente erro de estimação, 

૑ෝ ௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ሾݔොଵ,௞ାଵ|௞ାଵ   ݔොଶ,௞ାଵ|௞ାଵ   ݔොଷ,௞ାଵ|௞ାଵሿᇱ                 (4.16) 

௞ାଵ|௞ାଵ۾ ൌ ቎
ଵܲଵ,௞ାଵ|௞ାଵ
୶

ଵܲଶ,௞ାଵ|௞ାଵ
୶

ଵܲଷ,௞ାଵ|௞ାଵ
୶

ଶܲଵ,௞ାଵ|௞ାଵ
୶

ଶܲଶ,௞ାଵ|௞ାଵ
୶

ଶܲଷ,௞ାଵ|௞ାଵ
୶

ଷܲଵ,௞ାଵ|௞ାଵ
୶

ଷܲଶ,௞ାଵ|௞ାଵ
୶

ଷܲଷ,௞ାଵ|௞ାଵ
୶

቏                (4.17) 

Além das equações (4.9) e (4.11), Bar-Itzhack (2001) propõe equações de estado e de 

medidas para estimação de velocidade angular segundo a abordagem EA-AM, que ao invés de 

medidas vetoriais, utiliza atitude em 3 eixos como dado de entrada. Nesse caso, a equação de 

estado é obtida concatenando-se uma equação de cinemática de atitude 6 ao modelo dinâmico 

do satélite. A equação de medidas, de forma similar a (4.11), é linear e invariante no tempo. A 

modelagem apresentada aqui [(4.9) e (4.11)] tem a vantagem de permitir o projeto de 

estimadores de velocidade angular que não requerem o conhecimento da atitude do veículo.  

 

 

 

 

 

 

Figura 4.2 Estimador de velocidade angular – abordagem EA-VM. 

 

 Em seguida são apresentados os estimadores EAEKF e EAUKF.  

                                                 
6 Para maiores detalhes sobre cinemática de atitude, vide Shuster (1993); no capítulo 3, são apresentadas as 
equações de cinemática em 4 diferentes parametrizações: ângulos de Euler (3-2-1), quatérnio de rotação, DCM e 
MRP. 

௞ାଵ|௞ାଵ۾
୶

ො௞ାଵ|௞ାଵܠ

௞ାଵ|௞۾
୶

ො௞ାଵ|௞ܠ

௞|௞۾
୶  

 ො௞|௞ܠ

ሻݐ௜,௞ାଵૌሺ܊

Propagação 
baseada em 

(4.9)

Atualização 
baseada em 

(4.11)

zିଵ 
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EAEKF 

Utilizando-se o CD-EKF para estimar velocidade angular segundo a abordagem EA-

VM, obtém-se o estimador EAEKF apresentado na Tabela 4.3. As equações de estado e de 

medidas do EAEKF são dadas, respectivamente, por (4.9) e (4.11). Esse estimador requer a 

matriz Jacobiana do estado, 

۴ୣሺܠොሺݐሻ, ૌሺݐሻሻ ؜ డ܎౛ሺܠ,ૌሺ௧ሻሻ
డܠ

ቚ
ොሺ௧ሻܠୀܠ

                  (4.18) 

onde ୣ܎ሺܠ, ૌሻ é dada por (4.10). 

 A matriz ۴ୣ൫ܠොሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯ representada em (4.18) é dada de forma explícita no Apêndice 

B; o torque de controle ૌሺݐሻ é considerado constante entre instantes de amostragem 

sucessivos. 

Tabela 4.3  Estimador de velocidade angular EAEKF. 

Parâmetros                    ܀௞
ୣ     (Considerada conhecida. Vide (4.15)) 

           (Sintonizada)    ୣۿ                                                                             

Inicialização                 ܠො଴|଴ ൌ ଴|଴۾    ො଴ܠ
୶ ൌ ଴ܠሾሺܧ െ .ො଴ሻܠ ሺܠ଴ െ  ො଴ሻԢሿܠ

1a - Propagação do estado estimado (a)              )t(x̂& ൌ ,ሻݐොሺܠሺୣ܎ ૌ௞ሻ 

                                                          exxe )'),(ˆ()()()),(()( QτxPPτx ++=  t.tt.tt kk
ex FFP&  

1b – Predição das medidas                                   ܢො௞ାଵ|௞ ൌ ۶ୣ.   ො௞ାଵ|௞ܠ
௞ାଵ|௞۾                                                                             

୸ ൌ ۶ୣ. ௞ାଵ|௞۾
୶ . ۶ୣᇱ ൅ ௞ାଵ܀

ୣ  
1c – Covariância cruzada                                     ۾௞ାଵ|௞

୶୸ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୶ . ۶ୣᇱ 

2a – Ganho                                                                           ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୶୸ . ൫۾௞ାଵ|௞

୸ ൯ିଵ
 

2b – Atualização da estimativa                            ܠො௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ො௞ାଵ|௞ܠ ൅ ۹௞ାଵ. ሺܢ௞ାଵ
ୣ െ  ො௞ାଵ|௞ሻܢ

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             
୶ ൌ ௞ାଵ|௞۾

୶ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
୸ . ۹௞ାଵ

ᇱ  

3 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
(a) A propagação da média e da covariância é realizada integrando-se as equações diferenciais em (1a) de ݐ௞ a ݐ௞ାଵ a partir 

das condições iniciais ܠො௞|௞ e ۾௞|௞
୶ . Ao final da integração, obtém-se ܠො௞ାଵ|௞ e ۾௞ାଵ|௞

୶ ; Para tal, utiliza-se o método Runge-
Kutta de ordem 4 com passo fixo de tamanho ݄ ൌ 0,1  .ݏ
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EAUKF 

Utilizando-se o CD-UKF na estimação de velocidade angular segundo a abordagem 

EA-VM, obtém-se o estimador EAUKF apresentado na Tabela 4.4. As equações de estado e 

de medidas do EAUKF são dadas, respectivamente, por (4.9) e (4.11). Observa-se que os 

cálculos das medidas preditas, da covariância do resíduo (passo 1b) e da covariância cruzada 

entre o estado e as medidas (passo 1c) se baseiam numa equação de medidas linear, (4.11), o 

que dispensa o uso da TU. 

Assim como no EAEKF, aqui o torque de controle ૌሺݐሻ também é considerado 

constante entre instantes de amostragem sucessivos. 

Tabela 4.4  Estimador de velocidade angular EAUKF. 

Parâmetros                    ܀௞
ୣ     (Considerada conhecida. Vide (4.15)) 

           (Sintonizada)    ୣۿ                                                                             

Inicialização                 ܠො଴|଴ ൌ ଴|଴۾    ො଴ܠ
୶ ൌ ଴ܠሾሺܧ െ .ො଴ሻܠ ሺܠ଴ െ  ො଴ሻԢሿܠ

1a - Propagação do estado estimado (a)                ൣܠො௞ାଵ|௞, ௞ାଵ|௞۾
୶ ൧ ൌ IU൫ܠො௞|௞, ௞|௞۾

୶ , .൫ୣ܎ , ૌሺݐሻ൯,  ൯ୣۿ

1b – Predição das medidas                                   ܢො௞ାଵ|௞ ൌ ۶ୣ.   ො௞ାଵ|௞ܠ
௞ାଵ|௞۾                                                                              

୸ ൌ ۶ୣ. ௞ାଵ|௞۾
୶ . ۶ୣᇱ ൅ ௞ାଵ܀

ୣ  
1c – Covariância cruzada                                     ۾௞ାଵ|௞

୶୸ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୶ . ۶ୣᇱ 

2a – Ganho                                                                           ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୶୸ . ൫۾௞ାଵ|௞

୸ ൯ିଵ
 

2b – Atualização da estimativa                            ܠො௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ො௞ାଵ|௞ܠ ൅ ۹௞ାଵ. ሺܢ௞ାଵ
ୣ െ  ො௞ାଵ|௞ሻܢ

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             
୶ ൌ ௞ାଵ|௞۾

୶ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
୸ . ۹௞ାଵ

ᇱ  

3 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
(a) As equações diferenciais (2.36) e (2.37) da IU são integradas utilizando o método Runge-Kutta de ordem 4 com passo 

fixo de tamanho ݄ ൌ  .ݏ 0,1 
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4.3 Avaliação baseada em simulações 

 Os estimadores DAEKF, DAUKF, EAEKF e EAUKF apresentados na seção anterior 

são em seguida comparados com respeito a taxa de convergência, acurácia, robustez ao erro 

de inicialização e carga computacional. 

4.3.1 Simulação do movimento verdadeiro e das medidas 

A avaliação realizada se baseia em testes usando dados simulados referentes ao 

movimento de um satélite rígido ao longo de uma órbita terrestre baixa e quase-equatorial 

durante o período de 1000 ݏ iniciado às 12:00:00 (GMT) de 01/01/2008. Considera-se torque 

de controle nulo. O movimento verdadeiro, orbital e de atitude, e as medidas são simulados 

conforme descrito no Apêndice D. Desconsidera-se a ocorrência de eclipses. A Tabela 4.5 

contém a atitude inicial (de SB em relação a SR) e a velocidade angular inicial (de SB em 

relação a SR e representada em SB) do movimento simulado.   

Tabela 4.5  Parâmetros da simulação do movimento verdadeiro para avaliação dos 

estimadores de velocidade angular. 

Velocidade Angular Inicial Quaténio Inicial (a) 
૑o

 oܙ 

ሾ5,0  5,0  5,0ሿᇱ ݃ݏ/ݏݑܽݎ ሾ1  0  0  0ሿᇱ 
(a) O componente ݍ௢,ଵ corresponde à parte real do quatérnio de rotação ܙ୭.   

 

 Os distúrbios nas medidas da direção do Sol, ൣߜ߶௦,௞  ߠߜ௦,௞൧ᇱ
, e no campo 

geomagnético, δ܊ଵ,௞, são considerados ruídos Gaussianos com médias nulas. Suas 

covariâncias são apresentadas na Tabela 4.6. 
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  Tabela 4.6 Covariâncias verdadeiras dos ruídos de medidas para avaliação dos estimadores 

de velocidade angular. 

Medida Covariância Verdadeira 

Campo geomagnético ܀ଵ
௩ ൌ 4,0. 10ିଵସ. ۷ଷ   ሺܶሻଶ 

Direção do Sol  (a) ܀థఏ
௩ ൌ ቀ0,5

π
180ቁ

ଶ
. ۷ଶ   ݀ܽݎଶ 

(a) ܀థఏ
௩  é a covariância do ruído de medidas, ቄൣߜ߶௦,௞ ௦,௞൧ᇱߠߜ א বଶቅ, dos ângulos ilustrados na Figura D.3, no Apêndice D.   

 Conforme justificado no Apêndice D, o erro de medida vetorial da direção do Sol pode 

ser aproximado por, 

δ܊ଶ,௞ ؆ મ௞. ൤
௦,௞߶ߜ
௦,௞ߠߜ 

൨                     (4.19) 

em que, 

મ௞ ؜ ൦
െ݊݁ݏ൫߶௦,௞൯. ௦,௞൯ߠ൫ݏ݋ܿ െܿݏ݋൫߶௦,௞൯. ௦,௞൯ߠ൫݊݁ݏ
െ݊݁ݏ൫߶௦,௞൯. ௦,௞൯ߠ൫݊݁ݏ .൫߶௦,௞൯ݏ݋ܿ ௦,௞൯ߠ൫ݏ݋ܿ

൫߶௦,௞൯ݏ݋ܿ 0
൪                (4.20) 

e ߶௦,௞ e  ߠ௦,௞ são as medidas dos ângulos de azimute e de elevação do Sol ilustrados na Figura 

D.3 do Apêndice D. 

  Como ቄൣߜ߶௦,௞  ߠߜ௦,௞൧ᇱ א বଶቅ tem média nula e covariância ܀థఏ
௩ , então a covariância 

ଶ,௞܀
௩  de ൛δ܊ଶ,௞ א বଷൟ pode ser aproximada por મ௞. థఏ܀

௩ . મ௞
ᇱ א বଷൈଷ. No entanto, como ܀థఏ

௩  

é uma matriz de ordem 2, o posto de મ௞. థఏ܀
௩ . મ௞

ᇱ será no máximo 2 e, portanto, trata-se de 

uma matriz singular. O procedimento que será adotado aqui para contornar esse problema 

consiste simplesmente na soma de termos de pequena magnitude aos elementos da diagonal 

principal de મ௞. థఏ܀
௩ . મ௞

ᇱ (Mendel, 1995), como explicitado adiante na Tabela 4.9. 
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4.3.2 Simulações de Monte Carlo 

Utilizando-se as medidas sintetizadas conforme descrito acima, os estimadores de 

velocidade angular são avaliados a partir de simulações de Monte Carlo com 100 realizações 

considerando-se diferentes magnitudes para o período de amostragem e para o erro de 

inicialização. Nessas simulações, o conhecimento a priori da velocidade angular do satélite é 

modelado por ࣨሺ૑଴,  ଴ሻ, onde ૑଴ é a velocidade inicial verdadeira (conforme Tabela 4.5) e۾

଴۾ ൌ ଴ߪ 
ଶ. ۷ଷ é a covariância do erro de inicialização. Com base nisso, os estimadores são 

inicializados como mostrado na Tabela 4.7. 

Tabela 4.7 Inicialização dos estimadores de velocidade angular. 

Estimadores DA Estimadores EA 

૑ෝ ଴|଴ ൌ ૑଴ ൅ ࣨሺ૙ଷൈଵ, ො଴|଴ܠ ଴ሻ۾ ൌ ቂ൫૑଴ ൅ ࣨሺ૙ଷൈଵ, ଴ሻ൯ᇱ    ૙ଵൈ଺ቃ۾
ᇱ
 

଴|଴۾ ൌ ଴۾ ൌ ଴ߪ
ଶ. ۷ଷ ۾଴|଴

୶ ൌ ൤ ଴۾ ૙ଷൈ଺
૙଺ൈଷ ۷଺

൨  (unidades no SI) 

 As Tabelas 4.8 e 4.9 apresentam os valores de parâmetros utilizados nos estimadores 

DA e EA, respectivamente. As covariâncias dos ruídos de medidas, ܀ଵ
ୢ e ܀ଶ

ୢ, e de estado, ୢۿ, 

dos estimadores DA são obtidas, para períodos de amostragem de 0,1 ݏ 0,5 ;ݏ e 1,0 ݏ, através 

de sintonia. Nota-se que à medida que se aumenta ܶ, os valores de ܀ଵ
ୢ e ܀ଶ

ୢ diminuem. Isto 

aparenta uma contradição, pois o aumento de ܶ implica num maior erro numérico na 

computação das derivadas das medidas vetoriais. No entanto, tal aumento também implica na 

redução do ruído aleatório de medidas, conforme demonstrado no Apêndice C. Nos 

estimadores EA, as covariâncias dos ruídos de medidas, ܀ଵ,௞ e ܀ଶ,௞, são obtidas a partir das 

covariâncias verdadeiras, ܀ଵ
௩ e ܀థఏ

௩ , consideradas conhecidas, enquanto que a covariância do 

ruído de estado, ୣۿ, é sintonizada. Os componentes do tensor de inércia utilizado nas 
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equações de estado dos estimadores apresentam erros com magnitudes de 0,1 % de ࣤଷଷ
௩  7. Os 

parâmetros ߢ das IUs dos estimadores DAUKF e EAUKF são ajustados de acordo com a 

regra ߢ ൌ 3 െ ݊, onde ݊ é a dimensão do vetor de estado [vide seção 2.3]. 

Tabela 4.8 Parâmetros dos estimadores DA. 

Parâmetro Valor 
ଵ܀

ௗ , para ܶ ൌ  ݏ 0,1
        para ܶ ൌ  ݏ 0,5
        para ܶ ൌ  ݏ 1,0

5,0 ൈ 10ିଵଵ. ۷ଷ  ሺT/ݏሻଶ 
5,0 ൈ 10ିଵଷ. ۷ଷ  ሺT/ݏሻଶ 
4,0 ൈ 10ିଵଷ. ۷ଷ  ሺT/ݏሻଶ 

ଶ܀
ௗ , para ܶ ൌ  ݏ 0,1

        para ܶ ൌ  ݏ 0,5
         para ܶ ൌ   ݏ 1,0

1,0 ൈ 10ିଷ. ۷ଷ  ሺݏ/݀ܽݎሻଶ 
2,0 ൈ 10ିସ. ۷ଷ  ሺݏ/݀ܽݎሻଶ 
2,0 ൈ 10ି଺. ۷ଷ  ሺݏ/݀ܽݎሻଶ 

ܶ para , ୢۿ ൌ  ݏ 0,1
        para ܶ ൌ  ݏ 0,5
        para ܶ ൌ  ݏ 1,0

1,0 ൈ 10ିଵଷ. ۷ଷ  ݀ܽݎଶ/ݏ 
1,5 ൈ 10ିଵଷ. ۷ଷ  ݀ܽݎଶ/ݏ 
1,5 ൈ 10ିଵଷ. ۷ଷ  ݀ܽݎଶ/ݏ 

औ ൥
6,508 0,008 െ0,008
0,008 6,492 െ0,008

െ0,008 െ0,008 8,008
൩   ݇݃. ݉ଶ 

 0 (DAUKF) ߢ

Tabela 4.9 Parâmetros dos estimadores EA. 

Parâmetro Valor 

݃ܽ݅݀ ୣۿ ቆ 5 ൈ 10ିଽ. ۷ଷ
ଶ݀ܽݎ

ݏ , 1 ൈ 10ିଵହ. ۷ଷ Tଶ. ݏ , 1 ൈ 10ିଵଷ. ۷ଷ  ݀ܽݎଶ. ݏ ቇ 

ଵ܀ ଵ,௞܀
௩     (Vide Tabela 4.6) 

.ଶ,௞ મ௞܀ థఏ܀
௩ . મ௞

ᇱ ൅ 10ି଺. ۷૜   ݀ܽݎଶ 

औ ൥
6,508 0,008 െ0,008
0,008 6,492 െ0,008

െ0,008 െ0,008 8,008
൩ ݇݃. ݉ଶ 

 െ6 (EAUKF) ߢ

 

  A avaliação dos estimadores com respeito às suas taxas de convergência e acurácias é 

feita mediante o uso do índice de desempenho, 

௞ܨ ൌ ቂ൫૑ෝ ௞|௞ െ ૑௞൯ᇱ. ൫૑ෝ ௞|௞ െ ૑௞൯ቃ
భ
మ                   (4.21) 

que consiste na norma Euclidiana do erro de estimação de velocidade angular no instante ݐ௞.  
                                                 
7 Nas simulações deste trabalho, o momento de inércia do satélite em relação ao eixo ZB é ࣤଷଷ

௩ ൌ 8,0 ݇݃. ݉ଶ 
[vide Apêndice D]. 
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Utilizando período de amostragem ܶ ൌ ଴ߪ e inicializações com ݏ 0,1 ൌ  ,ݏ/ݏݑܽݎ݃ 5,0

obtêm-se para cada estimador 100 realizações do índice ܨ௞, das quais se computam a média 

௞ߪ ത௞ e o desvio-padrãoܨ
ி. A Figura 4.3 mostra os resultados obtidos. Por esses gráficos, 

observa-se a superioridade, em termos de acurácia, dos estimadores EA em relação aos DA. 

Na Figura 4.4, as curvas de ܨത௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ி são comparadas dentro da janela de tempo 

correspondente aos 50 ݏ iniciais dos processos de estimação. Observa-se uma melhor taxa de 

convergência dos estimadores EA.  

 

 

Figura 4.3 Índices de desempenho dos estimadores de velocidade angular – ܶ ൌ  ,ݏ 0,1
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Figura 4.4 Taxas de convergência dos estimadores de velocidade angular – ܶ ൌ  ,ݏ 0,1

଴ߪ ൌ  .ݏ/ݏݑܽݎ݃ 5,0

A Tabela 4.10 apresenta os valores máximos de ܨത௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ி para ݐ׊௞ א ሺ50, 1000ሿ ݏ, 

através dos quais são comparadas as acurácias dos estimadores considerando-se diferentes 

magnitudes para ܶ. Conforme comentado em 4.2.1, nos estimadores DA, à medida que se 

aumenta ܶ, acentua-se a influência do erro de derivação sobre a incerteza associada à equação 

de medidas (4.4). Isso justifica a degradação de acurácia observada com o aumento de ܶ de 

 Por outro lado, a redução de ܶ leva a um aumento na intensidade do ruído .ݏ para 1,0 ݏ 0,5

aleatório das medidas computadas por (4.5) [vide Apêndice C]. Esse ruído é responsável pela 

degradação de acurácia dos estimadores DA observada quando se reduz ܶ de 0,5 ݏ para 0,1 ݏ. 

Quanto aos estimadores EA, nota-se que, em geral, suas acurácias são melhores que as dos 

DA. Percebe-se ainda que, à medida que se aumenta ܶ, destaca-se a superioridade do EAUKF 

em relação ao EAEKF. 
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Tabela 4.10 Acurácias dos estimadores de velocidade angular – ߪ଴ ൌ  .ݏ/ݏݑܽݎ݃ 5,0

Estimador Máximo ሼܨത௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ிሽ      ݏ/ݏݑܽݎ݃

 ܶ ൌ 0,1 ܶ ݏ ൌ 0,5 ܶ ݏ ൌ 1,0  ݏ
DAEKF 0,149 0,130 0,191 

DAUKF 0,147 0,129 0,198 

EAEKF 0,078 0,127 0,176 

EAUKF 0,077 0,092 0,103 

 Os estimadores são avaliados em relação a robustez ao erro de inicialização conforme 

descrito a seguir. Em 1000 realizações do processo de estimação de cada estimador, registra-

se o número de vezes em que ܨത௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ி ൐ ௞ݐ para ݏ/ݑܽݎ݃ 1 ൐  ,Esse número .ݏ 50

denotado por ௥ܰሺߪ଴ሻ, é adotado como medida de robustez ao erro de inicialização do 

estimador em questão. Dessa forma, quanto menores os valores assumidos por ௥ܰሺߪ଴ሻ, maior 

é a robustez do correspondente estimador ao erro de inicialização. A Tabela 4.11 apresenta 

valores de ௥ܰሺߪ଴ሻ considerando diferentes magnitudes para o desvio-padrão ߪ଴. O período de 

amostragem é fixado em ܶ ൌ  .Observa-se uma maior robustez dos estimadores DA .ݏ 0,1

Dentre os estimadores EA, destaca-se a maior robustez do EAUKF, o que concorda com 

investigações existentes na literatura comparando UKF com EKF (Julier e Uhlmann, 2004).     

Tabela 4.11 Robustez dos estimadores de velocidade angular em relação ao erro de 

inicialização – ܶ ൌ  .ݏ 0,1

Estimador ௥ܰሺߪ଴ሻ 
଴ߪ  ൌ ଴ߪ ݏ/ݏݑܽݎ݃ 5,0 ൌ 25,0 ଴ߪ ݏ/ݏݑܽݎ݃ ൌ  ݏ/ݏݑܽݎ݃ 50,0

DAEKF 0 0 0 

DAUKF 0 0 0 

EAEKF 0 6 17 

EAUKF 0 0 5 
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4.3.3 Carga computacional 

Como na subseção 3.3.3, a carga computacional de cada estimador de velocidade 

angular é avaliada com base em cinco realizações de seu tempo de execução. Dessa amostra, 

computam-se a média, ݉௖, e o desvio-padrão, ߪ௖. A média ݉௖ é utilizada como medida de 

carga computacional. A Tabela 4.12 apresenta os resultados obtidos. Os valores de ߪ௖ 

mostram que as variabilidades das medidas de tempo de execução são pequenas. A terceira 

coluna contém as cargas computacionais relativas à carga do DAEKF, que apresenta o menor 

tempo de execução dentre os estimadores considerados. Observa-se que os estimadores DA 

são aproximadamente 3 vezes mais rápidos que os EA devido ao vetor de estado de menor 

dimensão. Nota-se também que os CD-EKFs têm cargas em torno de 3 vezes menores que as 

dos correspondentes CD-UKFs. 

Tabela 4.12 Cargas computacionais dos estimadores de velocidade angular. 

Estimador Tempo de execução [s] 
݉௖ /ߪ௖ 

Carga relativa ao DAEKF 

DAEKF 0,96/0,05 1 

DAUKF 2,86/0,06 2,98 

EAEKF 2,64/0,02 2,75 

EAUKF 9,75/0,06 10,15 

  

4.4   Comentários 

Com base em simulações de Monte Carlo, avaliaram-se quatro estimadores de 

velocidade angular (DAEKF, DAUKF, EAEKF e EAUKF), os quais se formularam 

utilizando equações de estado e de medidas disponíveis na literatura. Graças ao uso de um 

modelo de cinemática de medidas vetoriais simplificado [vide (4.2)], os estimadores 

estudados não requerem o conhecimento das medidas vetoriais no sistema de referência nem 
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da atitude e da posição do veículo. No entanto, conforme visto, tal modelo considera que o 

veículo se movimenta rapidamente.  

 Na avaliação realizada na seção 4.3, os estimadores EA apresentaram melhores taxas 

de convergência e acurácias, ao passo que os DA exibiram maior robustez a erros de 

inicialização. A partir disso, sugere-se o uso dos estimadores DA na inicialização dos 

estimadores EA. Essa combinação resulta em métodos com a robustez dos estimadores DA e 

com a acurácia dos estimadores EA. 

Estimadores de velocidade angular são aplicáveis a satélites de baixo custo que não 

embarcam girômetros e que tenham requisitos de acurácia grosseiros. Destaca-se ainda a 

aplicabilidade desses estimadores como componentes redundantes em sistemas que 

contenham girômetros.   
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5 SISTEMA DE DETERMINAÇÃO DE ATITUDE AUTÔNOMO 

PARA SATÉLITES DE BAIXO CUSTO 

o presente capítulo, propõe-se um Sistema de Determinação de Atitude (SDA) 

autônomo para satélites de baixo custo que embarcam sensores solares e 

magnetômetro e se movem em órbitas terrestres baixas. Esse sistema emprega estimadores de 

bias de magnetômetro e de atitude e velocidade angular, os quais são aqui formulados. Os 

estimadores serão avaliados a partir de simulações considerando-se três movimentos de 

atitude distintos: movimento lento, tumbling e spin.   

A seção 5.1 apresenta dois estimadores conjuntos de atitude e velocidade angular. A 

seção 5.2 revisa dois estimadores de bias de magnetômetro. A seção 5.3 propõe um SDA que 

emprega os estimadores apresentados nas seções 5.1 e 5.2. A seção 5.4 avalia, por meio de 

simulações de Monte Carlo, os estimadores que constituem o SDA proposto em 5.3. Por fim, 

a seção 5.5 apresenta uma síntese dos estudos realizados no capítulo. 

5.1 Estimadores de atitude e velocidade angular 

Estimadores de atitude e de velocidade angular foram estudados separadamente nos 

capítulos anteriores. Como visto, os estimadores de atitude requerem o conhecimento da 

velocidade angular do veículo em relação ao sistema de coordenadas de referência de forma 

que suas estimativas possam ser propagadas entre instantes de amostragem sucessivos. Santos 

e Waldmann (2007b), por meio de simulação, mostram que é possível se estimar atitude, com 

erro de aproximadamente 1 ݃ݑܽݎ, através do QUKF 1 e utilizando estimativas de velocidade 

angular produzidas pelo DAUKF 2 em vez de girômetros. Tal abordagem é aqui evitada 

                                                 
1 O QUKF é apresentado na Tabela 3.3. 
2 O DAUKF é apresentado na Tabela 4.2. 

N
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estimando-se atitude e velocidade angular conjuntamente, ou seja, através de um único 

estimador.  

Métodos para estimação conjunta de atitude e velocidade angular a partir de medidas 

vetoriais são formulados agregando-se o modelo dinâmico (Equações de Euler) do satélite ao 

conjunto de equações de estado de um estimador MV de atitude. Na investigação sobre 

estimadores MV de atitude realizada no capítulo 3, os estimadores de quatérnio, QEKF e 

QUKF, exibiram melhores desempenhos em relação aos demais métodos estudados. Sendo 

assim, na presente seção são apresentados dois estimadores para estimação conjunta do 

quatérnio e da velocidade angular a partir de medidas vetoriais, o AVEKF e o AVUKF, que 

consistem, respectivamente, num CD-EKF e num CD-UKF.   

5.1.1 Equações de estado e de medidas 

O vetor de estado dos estimadores de quatérnio e velocidade angular é dado por 

ܠ ൌ ሾܙᇱ  ૑ᇱሿᇱ, onde ܙ ൌ ሾݍଵ ݍଶ ݍଷ ݍସሿᇱ é o quatérnio de rotação que representa a atitude de SB 

em relação a SR e ૑ ൌ ൣ߱௫ ߱௬ ߱௭൧ᇱ
 é a velocidade angular de SB em relação a SR e 

representada em SB. 

Concatenando-se o modelo da cinemática do quatérnio [dado por (3.6)] com o modelo 

dinâmico de um veículo rígido e sem rodas de reação [dado por (4.3)], obtém-se a seguinte 

equação de estado não-linear e contínua no tempo, 

ሻݐሶሺܠ ൌ ,ሻݐሺܠ൫܎ ૌሺݐሻ൯ ൅  ሻ          (5.1)ݐሺܟ 

onde ૌሺݐሻ é o torque de controle (conhecido) considerado constante entre instantes de 

amostragem sucessivos, ou seja, ૌሺݐሻ ൌ ૌ௞ para  ݐ׊ א ሾݐ௞, .௞ାଵሻ; e, sendo ሾऔݐ ૑ ൈሿ a matriz 

produto vetorial referente ao vetor momentum angular औ. ૑, a função não-linear ܎ሺ. , . ሻ é dada 

por, 
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,ܠሺ܎ ૌሻ ൌ ൤ ષሺ૑ሻ. ܙ
औିଵ. ሾऔ. ૑ ൈሿ. ૑ ൅ औିଵ. ૌ൨        (5.2) 

A matriz anti-simétrica ષሺ૑ሻ é dada em (3.7) e, por conveniência, é aqui repetida, 

ષሺ૑ሻ ൌ ଵ
ଶ

൤ 0 െ૑ᇱ

૑ െሾ૑ ൈሿ൨                       (5.3) 

O ruído de estado ܟሺݐሻ ൌ ሻᇱ൧ᇱݐሺୢܟ  0  0  0  0ൣ
, em que ୢܟሺݐሻ ൌ ௫ݓൣ

ୢሺݐሻ  ݓ௬
ୢሺݐሻ  ݓ௭

ୢሺݐሻ൧ᇱ
 

modela torques específicos de perturbação e incertezas na matriz de inércia, é considerado um 

processo branco com média nula e densidade espectral de potência ۿ. Embora o modelo de 

cinemática para o quatérnio apresente incerteza nula, na implementação dos estimadores, a 

matriz ۿ será sintonizada com todos os seus auto-valores positivos. Dessa forma, evita-se que 

a matriz covariância do erro de estimação tenha auto-valores que convirjam a zero, o que 

provocaria divergência da estimação (Bar-Shalom e Li, 1993).       

 A equação de medidas não-linear e discreta no tempo utilizada pelos estimadores de 

quatérnio na seção 3.2.1 é também empregada nos estimadores AVEKF e AVUKF. Sendo 

assim, levando-se em conta as medidas vetoriais do campo geomagnético, ൫܊ଵ,௞ାଵ,  ଵ,௞ାଵ൯, eܚ

da direção do Sol, ൫܊ଶ,௞ାଵ,  ,ଶ,௞ାଵ൯, essa equação é reescrita comoܚ

௞ାଵ܊ ൌ ௞ାଵሻܠ௞ାଵሺܐ ൅ δ܊௞ାଵ                       (5.4) 

onde, 

௞ାଵ܊ ؜ ൤
ଵ,௞ାଵ܊
ଶ,௞ାଵ܊

൨             (5.5) 

௞ାଵሻܠ௞ାଵሺܐ ؜ ቈ
۲ሺܙ௞ାଵሻ. ଵ,௞ାଵܚ
۲ሺܙ௞ାଵሻ. ଶ,௞ାଵܚ

቉            (5.6) 
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δ܊௞ାଵ ؜ ൤
δ܊ଵ,௞ାଵ
δ܊ଶ,௞ାଵ

൨             (5.7) 

Os ruídos nas medidas vetoriais, ൛δ܊ଵ,௞ൟ e ൛δ܊ଶ,௞ൟ, são considerados como sendo seqüências 

brancas de médias nulas e covariâncias conhecidas ܀ଵ,௞ e ܀ଶ,௞, respectivamente. Sendo 

assim, ሼδ܊௞ାଵሽ é uma seqüência branca com média nula e covariância,  

௞܀ ൌ ൤
ଵ,௞܀ ૙ଷൈଷ
૙ଷൈଷ ଶ,௞܀

൨                (5.8) 

5.1.2 Estimador AVEKF 

Utilizando-se o CD-EKF – revisado no capítulo 2 – para estimar conjuntamente 

atitude e velocidade angular mediante o uso da equação de estado (5.1) e da equação de 

medidas (5.4), obtém-se o estimador AVEKF 3 apresentado na Tabela 5.1. Como no QEKF, 

as estimativas de quatérnio do AVEKF são normalizadas após o estágio de atualização sem 

que haja mudança na covariância ۾. O AVEKF requer as matrizes Jacobianas do estado e das 

medidas dadas de forma explicita no Apêndice B e representadas aqui respectivamente por, 

۴൫ܠොሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯ ൌ ப܎൫ܠ,ૌሺ௧ሻ൯
డܠ

ቚ
ොሺ௧ሻܠୀܠ

         (5.9) 

e  

۶௞ାଵ ൌ பܐೖశభሺܠሻ
డܠ

ቚ
ොೖశభ|ೖܠ

                    (5.10) 

  

 

  

                                                 
3 AVEKF – Attitude and Angular Velocity Extended Kalman Filter. 
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Tabela 5.1  Estimador de atitude e velocidade angular – AVEKF. 

Parâmetros                   ܀௞                                (Considerada conhecida. Vide (5.8))  

           (Sintonizada)                          ۿ                                                                            

Inicialização                ܠො଴|଴
כ ൌ ሾܙෝ଴

ᇱ ૑ෝ ଴
ᇱ ሿᇱ    ۾଴|଴

כ ൌ  ଴۾

1a - Propagação do estado estimado (a)             )(x̂ t& ൌ ,ሻݐොሺܠ൫܎ ૌሺݐሻ൯  

ሶ۾                                                                             ሺݐሻ ൌ ۴൫ܠොሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯. ሻݐሺ۾ ൅ .ሻݐሺ۾ ۴൫ܠොሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯ᇱ ൅     ۿ

1b – Predição das medidas                                  ܊መ ௞ାଵ|௞ ൌ   ො௞ାଵ|௞൯ܠ௞ାଵ൫ܐ
௞ାଵ|௞۾                                                                            

ୠ ൌ ሺ۶௞ାଵሻ. .௞ାଵ|௞۾ ሺ۶௞ାଵሻᇱ ൅  ௞ାଵ܀
1c – Covariância cruzada                                    ۾௞ାଵ|௞

୶ୠ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ሺ۶௞ାଵሻᇱ 

2a – Ganho                                                                         ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୶ୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                           ܠො௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ො௞ାଵ|௞ܠ ൅ ۹௞ାଵ. ൫܊௞ାଵ െ መ܊ ௞ାଵ|௞൯ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Normalização                                                ܙෝ ൌ ሾݔොଵ ොଶݔ ොଷݔ ොସሿᇱݔ
௞ାଵ|௞ାଵ  

כෝܙ                                                                             ൌ  ෝԡܙෝ/ԡܙ

ො௞ାଵ|௞ାଵܠ                                                                            
כ ൌ ᇱכෝܙൣ ොହݔ ො଺ݔ ො଻൧ᇱݔ

௞ାଵ|௞ାଵ  

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                            
כ ൌ  ௞ାଵ|௞ାଵ۾

4 – Voltar a (1) até fim da estimação. 

(a) A integração das equações diferenciais em (1a) é realizada mediante o uso do método Runge-Kutta de ordem 4 com 
passo fixo de tamanho ݄ ൌ ො௞|௞ܠ e partindo-se das condições iniciais ݏ 0,1 

כ  e  ۾௞|௞
כ .  

5.1.3 Estimador AVUKF 

Utilizando-se o CD-UKF – revisado no capítulo 2 – para estimar conjuntamente 

atitude e velocidade angular mediante o uso da equação de estado (5.1) e da equação de 

medidas (5.4), obtém-se o estimador AVUKF 4 apresentado na Tabela 5.2. Como visto na 

seção 3.3, o uso da normalização unscented não resultou em melhoria significativa de 

desempenho do QUKF em relação ao QEKF. Sendo assim, por simplicidade, o AVUKF 

normaliza as estimativas de quatérnio da mesma forma que o QEKF. 

 

 

 

                                                 
4 AVUKF – Attitude and Angular Velocity Unscented Kalman Filter. 
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Tabela 5.2  Estimador de atitude e velocidade angular – AVUKF. 

Parâmetros                   ܀௞                                (Considerada conhecida. Vide (5.8))  

           (Sintonizada)                          ۿ                                                                            

Inicialização                 ܠො଴|଴
כ ൌ ሾܙෝ଴

ᇱ ૑ෝ ଴
ᇱ ሿᇱ    ۾଴|଴

כ ൌ  ଴۾

1a - Propagação do estado estimado (a)               ൣܠො௞ାଵ|௞, ௞ାଵ|௞൧۾ ൌ IU൫ܠො௞|௞
כ , ௞|௞۾

כ , .൫܎ , ૌሺݐሻ൯,   ൯ۿ

1b – Predição das medidas/cov. cruzada            ൣ܊መ ௞ାଵ|௞, ഥ௞ାଵ|௞۾
ୠ , ௞ାଵ|௞۾

୶ୠ ൧ ൌ TU ቀܠො௞ାଵ|௞, ,௞ାଵ|௞۾ .௞ାଵሺܐ ሻቁ 

௞ାଵ|௞۾                                                                            
ୠ ൌ ഥ௞ାଵ|௞۾

ୠ ൅  ௞ାଵ܀

2a – Ganho                                                                         ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
୶ୠ . ൫۾௞ାଵ|௞

ୠ ൯
ିଵ

 

2b – Atualização da estimativa                           ܠො௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ො௞ାଵ|௞ܠ ൅ ۹௞ାଵ. ሺ܊௞ାଵ െ መ܊ ௞ାଵ|௞ሻ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ାଵ|௞۾
ୠ . ۹௞ାଵ

ᇱ 

3 – Normalização                                               ܙෝ ൌ ሾݔොଵ ොଶݔ ොଷݔ ොସሿᇱݔ
௞ାଵ|௞ାଵ  

כෝܙ                                                                             ൌ  ෝԡܙෝ/ԡܙ

ො௞ାଵ|௞ାଵܠ                                                                            
כ ൌ ᇱכෝܙൣ ොହݔ ො଺ݔ ො଻൧ᇱݔ

௞ାଵ|௞ାଵ 

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                            
כ ൌ  ௞ାଵ|௞ାଵ۾

4 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
(a) As equações diferenciais (2.36) e (2.37) da IU são integradas utilizando o método Runge-Kutta de ordem 4 com passo 

fixo de tamanho ݄ ൌ  .ݏ 0,1 

5.2 Estimadores de bias de magnetômetro 

A acurácia da determinação de atitude baseada em medidas de magnetômetro é 

influenciada de forma relevante pela calibração em vôo desse sensor (Crassidis et al., 2005). 

A calibração completa de magnetômetro envolve a estimação de bias, fatores de escala e 

correções de não-ortogonalidade entre seus eixos X, Y e Z. Embora esses parâmetros possam 

ser estimados em laboratório, é possível que seus valores sofram alterações significativas após 

o lançamento do satélite. Tipicamente, alterações do fator de escala e da não-ortogonalidade 

ocorrem devido a gradientes térmicos e a stress mecânico. Alterações de bias se devem a 

mudanças no campo magnético residual do satélite bem como a interferências magnéticas nas 

proximidades do magnetômetro. 

O algoritmo TWOSTEP (Alonso e Shuster, 2002a) foi desenvolvido para estimar bias 

de magnetômetro independentemente do conhecimento da atitude do satélite. Esse método foi 

posteriormente estendido de forma a estimar, adicionalmente, fatores de escala e correções de 
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não-ortogonalidade (Alonso e Shuster, 2002b). Utilizando o mesmo modelo de medidas desse 

método estendido, Crassidis et al. (2005) formula dois estimadores recursivos para calibração 

completa de magnetômetros em tempo real: um EKF e um UKF.        

 Com o intuito de se obter um sistema de determinação de atitude simples para 

aplicação em satélites de baixo custo, considera-se aqui apenas a estimação de bias, que 

exerce influência significativa sobre a acurácia em regime permanente dos estimadores de 

atitude e velocidade angular (Hoth, 2000). São apresentados em seguida dois estimadores, um 

EKF e um UKF, que empregam a equação de medidas do TWOSTEP.   

5.2.1 Equações de estado e de medidas 

O vetor de estado dos estimadores de bias é dado por ܋ ൌ ൣܿ௫ ܿ௬ ܿ௭൧ᇱ
. Esse vetor é 

modelado como um processo de Wiener em tempo discreto, 

௞ାଵ܋ ൌ ௞܋ ൅ δ܋௞                               (5.11) 

onde ሼδ܋௞ሽ é considerado uma seqüência branca com média nula e covariância ۿୡ.  

Considerando-se que o magnetômetro tenha fatores de escala unitários e que os seus 

eixos, ሼX௠, Y௠, Z௠ሽ, sejam perfeitamente ortogonais entre si, então sua medida bruta no 

instante ݐ௞, ܊ም ଵ,௞, pode ser modelada por, 

ም܊ ଵ,௞ ൌ ۲௞. ଵ,௞ܚ ൅ ௞܋ ൅ δ܊ଵ,௞                    (5.12) 

onde ۲௞ é a DCM que representa a atitude verdadeira do sistema de coordenados do sensor,  

S௠ ؠ ሼX௠, Y௠, Z௠ሽ, em relação a SR, ܋௞ é o vetor de bias e ൛δ܊ଵ,௞ൟ é uma seqüência branca 

com média nula e covariância ܀ଵ,௞. 

 O modelo de medidas escalar dos estimadores de bias é dado por (Alonso e Shuster, 

2002a), 
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௞ାଵݖ ൌ ݄௞ାଵ
ୡ ሺ܋௞ାଵሻ ൅ δݖ௞ାଵ                              (5.13) 

onde, 

௞ାଵݖ ؜ ฮ܊ም ଵ,௞ାଵฮ െ ฮܚଵ,௞ାଵฮ                    (5.14) 

݄௞ାଵ
௖ ሺ܋௞ାଵሻ ؜ 2. ም܊ ଵ,௞ାଵ

ᇱ . ௞ାଵ܋ െ ௞ାଵ܋
ᇱ .  ௞ାଵ                 (5.15)܋

e ሼδݖ௞ାଵሽ é considerado uma seqüência de variáveis aleatórias Gaussianas com média e 

variância dadas por, 

௞ାଵߤ ൌ െܽݎݐç݋൛܀ଵ,௞ାଵൟ                   (5.16) 

௞ାଵߪ
ଶ ൌ 4. ൫܊ም ଵ,௞ାଵ

ᇱ െ ௞ାଵ൯܋
ᇱ
. .ଵ,௞ାଵ܀ ൫܊ም ଵ,௞ାଵ

ᇱ െ ௞ାଵ൯܋ ൅ 2. ଵ,௞ାଵ܀൛݋çܽݎݐ
ଶൟ            (5.17) 

Nota-se que a variância ߪ௞ାଵ
ଶ depende do valor verdadeiro do bias, ܋௞ାଵ. Como esse valor é 

desconhecido, na implementação dos estimadores utiliza-se ̂܋௞ାଵ|௞ em seu lugar. Nesse caso, 

representa-se a variância do ruído de medidas por ߪො௞ାଵ
ଶ. Diferentemente dos demais 

estimadores estudados neste trabalho, o ruído de medidas apresenta média não-nula, a qual 

deve ser levada em conta no cálculo da medida predita nos estimadores de bias.      

5.2.2 Estimador MAGEKF 

Utilizando-se o EKF – revisado no capítulo 2 – para estimar bias de magnetômetro 

mediante o uso da equação de estado (5.11) e da equação de medidas (5.13), obtém-se o 

estimador MAGEKF apresentado na Tabela 5.3. Esse estimador requer a matriz Jacobiana das 

medidas derivada no Apêndice B e aqui representada por,  

۶௞ାଵ
ୡ ൌ ப௛ೖశభ

ౙ ሺ܋ሻ
డ܋

ቚ
ೖశభ|ೖ܋ୀ̂܋

                                                    (5.18) 
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Tabela 5.3  Estimador de bias de magnetômetro – MAGEKF. 

Parâmetros                   ܀ଵ,௞                              (Considerada conhecida)  

           ୡ                          (Sintonizada)ۿ                                                                            

Inicialização                ̂܋଴|଴ ൌ ଴|଴۾    ଴܋̂ ൌ ଴۾
ୡ 

1a - Propagação do estado estimado                  ̂܋௞ାଵ|௞ ൌ  ௞|௞܋̂

௞ାଵ|௞۾                                                                             ൌ ௞|௞۾ ൅ ୡۿ   

1b – Predição da medida                                    ̂ݖ௞ାଵ|௞ ൌ ݄௞ାଵ
ୡ ൫̂܋௞ାଵ|௞൯ ൅   ௞ାଵߤ

                                                                            ௞ܲାଵ|௞
୸ ൌ ሺ۶௞ାଵ

ୡ ሻ. .௞ାଵ|௞۾ ሺ۶௞ାଵ
ୡ ሻᇱ ൅ ො௞ାଵߪ

ଶ  

1c – Covariância cruzada                                    ۾௞ାଵ|௞
ୡ୸ ൌ .௞ାଵ|௞۾ ሺ۶௞ାଵ

ୡ ሻᇱ 

2a – Ganho                                                                         ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
ୡ୸ . ൫ ௞ܲାଵ|௞

୸ ൯ିଵ
 

2b – Atualização da estimativa                           ̂܋௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞܋̂ ൅ ۹௞ାଵ. ൫ݖ௞ାଵ െ  ௞ାଵ|௞൯ݖ̂

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ܲାଵ|௞
୸ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Voltar a (1) até fim da estimação. 

 

5.2.3 Estimador MAGUKF 

Utilizando-se o UKF – revisado no capítulo 2 – para estimar bias de magnetômetro 

mediante o uso da equação de estado (5.11) e da equação de medidas (5.13), obtém-se o 

estimador MAGUKF apresentado na Tabela 5.4.  

Tabela 5.4  Estimador de bias de magnetômetro – MAGUKF. 

Parâmetros                   ܀ଵ,௞                              (Considerada conhecida)  

           ୡ                          (Sintonizada)ۿ                                                                            

Inicialização                ̂܋଴|଴ ൌ ଴|଴۾    ଴܋̂ ൌ ଴۾
ୡ 

1a - Propagação do estado estimado                  ̂܋௞ାଵ|௞ ൌ  ௞|௞܋̂

௞ାଵ|௞۾                                                                             ൌ ௞|௞۾ ൅ ୡۿ   

1b – Predição da medida/cov. cruzada               ൣݖҧ௞ାଵ|௞, തܲ௞ାଵ|௞
୸ , ௞ାଵ|௞۾

ୡ୸ ൧ ൌ TU ቀ̂܋௞ାଵ|௞, ,௞ାଵ|௞۾ ݄௞ାଵ
ୡ ሺ. ሻቁ 

௞ାଵ|௞ݖ̂                                                                             ൌ ҧ௞ାଵ|௞ݖ ൅  ௞ାଵߤ

                                                                            ௞ܲାଵ|௞
୸ ൌ തܲ௞ାଵ|௞

୸ ൅ ො௞ାଵߪ
ଶ 

2a – Ganho                                                                         ۹௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞۾
ୡ୸ . ൫ ௞ܲାଵ|௞

୸ ൯ିଵ
 

2b – Atualização da estimativa                           ̂܋௞ାଵ|௞ାଵ ൌ ௞ାଵ|௞܋̂ ൅ ۹௞ାଵ. ൫ݖ௞ାଵ െ  ௞ାଵ|௞൯ݖ̂

௞ାଵ|௞ାଵ۾                                                                             ൌ ௞ାଵ|௞۾ െ ۹௞ାଵ. ௞ܲାଵ|௞
୸ . ሺ۹௞ାଵሻᇱ 

3 – Voltar a (1) até fim da estimação. 
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5.3 Um sistema de determinação de atitude para satélites de baixo custo 

Devido à tendência atual em se desenvolver satélites pequenos, leves e de baixo custo 

(Azor et al., 2001), começaram a surgir, na literatura especializada, diversos métodos de 

controle utilizando bobinas magnéticas como atuadores (Bak et al., 1996) e estimadores de 

atitude e velocidade angular baseados apenas em sensores de atitude (Challa et al., 1996), 

como os magnetômetros e os sensores solares. Tais atuadores e sensores apresentam baixos 

custos, são leves, consomem pouca potência elétrica, e ocupam pouco espaço, características 

que fazem deles instrumentos adequados às aplicações de baixo custo.  

 O satélite ITASAT, por consistir numa missão de baixo custo, motivou a proposta de 

um sistema de determinação de atitude (SDA) autônomo que emprega medidas de 

magnetômetro e sensores solares na estimação de atitude e velocidade angular. A Figura 5.1 

ilustra esse sistema, cujos componentes são descritos em seguida.  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 5.1 Um SDA para satélites de baixo custo. 
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Modelos de referência 

 O modelo de referência adotado para o campo geomagnético, M1, é o WMM2005 

(McLean et al., 2004), que consiste numa expansão em série de harmônicos esféricos até grau 

12. Conforme ilustrado na Figura 5.1, esse modelo requer o conhecimento do tempo no 

instante de amostragem do magnetômetro e dos sensores solares, ݐ௞, e da posição do satélite, 

 ௞. O modelo da direção do Sol, M2, considerado é dado pelo algoritmo 29 em Valladoܞ

(2004).  

Sensores 

 O sistema emprega como sensores um magnetômetro de 3 eixos, SM, e N sensores 

solares de 2 eixos, SS1, SS2, ..., SSN. Os sinais de saída do magnetômetro correspondem ao 

vetor campo geomagnético representado no sistema de coordenadas, S୫, solidário ao sensor. 

Os sinais de saída de cada sensor solar correspondem a um par de ângulos solares, ߶ e ߠ, a 

partir dos quais se pode computar o vetor unitário que informa a direção do Sol no sistema de 

coordenadas do corpo, SB [por exemplo, vide ângulos ilustrados na Figura D.3]. A quantidade 

N deve ser suficiente para que, fora de períodos de eclipse do Sol, sempre haja linha de visada 

entre o Sol e ao menos um dos sensores solares. Considera-se que todos os sensores fornecem 

suas medidas na mesma estampa de tempo ݐ௞. 

Pré-processamento 

Considerando que o magnetômetro tenha fatores de escala unitários e que a atitude de 

seu sistema de coordenadas, S୫, em relação ao sistema SB seja conhecida e descrita pela 

DCM ۲୫
B , então no bloco PP1 da Figura 5.1, a medida vetorial ܊ଵ é computada a partir da 

medida bruta, ܊ም ଵ, através de,  

ଵ܊ ൌ ሺ۲୫
B ሻᇱ. ൫܊ም ଵ െ  ൯                        (5.19)܋̂
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onde ̂܋ é o bias estimado em E1. O estimador contido no bloco E1, que pode ser o MAGEKF 

ou o MAGUKF, é inicializado com ̂܋଴ e ۾଴
ୡ mediante o fechamento da chave CH1, evento que 

deve anteceder o início da estimação de atitude e velocidade angular com o tempo suficiente 

para a convergência das estimativas de bias.   

  O pré-processamento das medidas dos sensores solares, PP2, é constituído de três 

passos. O primeiro consiste na seleção de um dos N sensores como sendo o fornecedor das 

medidas. O sensor selecionado deve ser aquele cuja direção normal melhor se aproxime da 

linha de visada para o Sol. Tendo sido selecionado o sensor SSj, o segundo passo trata do 

cálculo do vetor unitário, ܛ௝, da direção do Sol no sistema de coordenadas desse sensor, 

denotado por SSj, utilizando-se os ângulos medidos ߶௝ e ߠ௝. A atitude de SSj em relação a SB é 

conhecida e descrita pela DCM ۲୨
B. Considera-se, por simplicidade, que os sensores solares 

também tenham fatores de escala unitários. Por fim, no terceiro passo, converte-se o vetor ܛ௝ 

para o sistema SB mediante o uso de ۲୨
B, obtendo-se a medida vetorial,  

ଶ܊ ൌ ൫۲୨
B൯ᇱ.  ௝                                           (5.20)ܛ

A expressão útil para se calcular ܛ௝ em função de ߶௝ e ߠ௝ depende dos ângulos medidos pelo 

sensor empregado. Por exemplo, considerando-se um sensor que meça o azimute e a elevação 

do Sol (SSTL, 2008), tem-se, 

௝ܛ  ൌ ൦
൫߶௝൯ݏ݋ܿ . ௝൯ߠ൫݊݁ݏ
൫߶௝൯ݏ݋ܿ . ௝൯ߠ൫ݏ݋ܿ

൫߶௝൯݊݁ݏ
൪                    (5.21) 

Estimação de atitude e velocidade angular 

O estimador de atitude e velocidade angular contido no bloco E2, que pode ser o 

AVEKF ou o AVUKF, é inicializado com ܠො଴ e ۾଴ mediante o fechamento da chave CH2. 
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Esses estimadores requerem como dados de entrada as medidas vetoriais pré-processadas 

referentes ao campo geomagnético, ܊ଵ, e à direção do Sol, ܊ଶ, além do torque de controle, ૌ, 

produzido pelo Sistema de Controle de Atitude (SCA) do satélite.    

 Em seguida, os estimadores de bias, MAGEKF e MAGUKF, e os estimadores de 

atitude e velocidade angular, AVEKF e AVUKF, são avaliados a partir de simulações. 

5.4 Avaliação dos estimadores do SDA utilizando dados simulados 

 O SDA apresentado na seção anterior será em seguida avaliado por meio de testes 

usando medidas simuladas. A subseção 5.4.1 avalia os estimadores de bias de magnetômetro 

enquanto a subseção 5.4.2 avalia os estimadores de atitude e velocidade angular.  

 O movimento verdadeiro, orbital e de atitude, e as medidas são simulados conforme 

descrito no Apêndice D. Considera-se torque de controle nulo. São considerados três 

movimentos distintos cujas condições iniciais são apresentadas na Tabela 5.5. O movimento 

rotulado como lento é inicializado com o satélite rotacionando a uma taxa de 

aproximadamente 1 rotação/órbita em torno do eixo ZB, o qual inicialmente está orientado 

perpendicularmente ao plano da eclíptica. O movimento rotulado como spin consiste na 

rotação em torno do eixo ZB a uma taxa de 40 ݉݌ݎ e inclui nutação causada por movimentos 

mais lentos em torno dos eixos transversais. Por fim, o movimento rotulado como tumbling 

(capotamento) representa aqui um estado arbitrário semelhante ao que pode ocorrer após o 

satélite ser injetado em órbita. 
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Tabela 5.5 Condições iniciais dos movimentos utilizados na avaliação do SDA proposto. 

Movimento Velocidade Angular Inicial 
૑o ሾݏ/݀ܽݎሿ     

Quatérnio Inicial 
 oܙ

Lento ቂ1,0. 10െ6 1,0. 10െ6 1,047. 10െ3ቃ
Ԣ
 ሾ0,97906  0,20361 0 0ሿԢ 

Spin ሾ0,1 0,1 4,18ሿԢ ሾ0,97906  0,20361 0 0ሿԢ 

Tumbling ሾ8,73. 10ିଶ 8,73. 10ିଶ 8,73. 10ିଶሿԢ ሾ1  0  0  0ሿԢ 
   

Como descrito no Apêndice D, considera-se, por simplicidade, que há apenas um 

sensor solar alinhado com o sistema SB, evitando-se, dessa forma, a transformação de 

coordenadas dada por (5.20). Considera-se também que o magnetômetro esteja alinhado com 

SB. O distúrbio simulado para as medidas dos ângulos solares, ቄൣߜ߶௦,௞  ߠߜ௦,௞൧ᇱቅ, consiste 

numa seqüência branca Gaussiana com média nula e covariância 

థఏ܀ ൌ ሺ0,5. π 180⁄ ሻଶ. ۷ଶ ݀ܽݎଶ. O distúrbio de medidas do campo geomagnético consiste na 

soma de uma seqüência branca Gaussiana com média nula e covariância 

ଵ,௞܀ ൌ 4,0. 10ିଵସ. ۷ଷ ሺTሻଶ com uma seqüência Markoviana gerada pela saída de um sistema 

dinâmico linear de primeira ordem excitado por uma seqüência branca Gaussiana com média 

nula e covariância ݍ௠. ۷ଷ. A função de transferência desse sistema linear é dada por, 

۵ሺݖሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

௭

೘்.ሺ௭ ା ௘ష೟/೅೘ሻ
0 0

0 ௭

೘்.ሺ௭ ା ௘ష೟/೅೘ሻ
0

0 0 ௭

೘்.ሺ௭ ା ௘ష೟/೅೘ሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
                (5.22) 

Shorshi e Bar-Itzhack (1995) utilizam ݍ௠ ൌ 1,0. 10ିଵଵ ሺTሻଶ e ௠ܶ ൌ  na ݏ 100

modelagem do distúrbio de medidas do magnetômetro embarcado no satélite GRO. Esses 

mesmos valores serão adotados aqui.  

A informação de posição, ܞ௞, utilizada nos testes do SDA consiste na posição 

verdadeira perturbada por uma seqüência Gaussiana com média nula e covariância igual a 
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100. ۷ଷ ሺ݇݉ሻଶ. A estampa de tempo, ݐ௞, também requerida pelo SDA é considerada igual ao 

tempo verdadeiro nos instantes de amostragem dos sensores.  

5.4.1 Estimação de bias de magnetômetro 

Os estimadores de bias, MAGEKF e MAGUKF, apresentados na seção 5.2 são 

avaliados considerando-se os movimentos lento, de spin e de tumbling. O bias verdadeiro tem 

valor ܋ ൌ ሾ5,0 5,0 5,0ሿᇱ. 10ି଺ T. Os estimadores são inicializados com ̂܋଴~ࣨሺ૙ଷൈଵ, σୡ
ଶ. ۷ଷሻ e 

଴۾
ୡ ൌ σୡ

ଶ. ۷ଷ, onde σୡ ൌ 1,0. 10ିହ T. A covariância do ruído de estado é sintonizada em 

ୡۿ ൌ 1,0. 10ିଵଶ. ۷ଷ ሺTሻଶ.   

Para cada movimento, fez-se uma simulação de Monte Carlo gerando-se uma amostra 

contendo 100 realizações das estimativas de bias no instante final, ݐ௙, da janela de dados 

considerada. A média e o desvio-padrão dessa amostra são denotados, respectivamente, por ܿҧ௙ 

e ߪ௙. Utilizando uma janela de dados de 1 hora iniciando-se às 12:00:00 (GMT) do dia 1º de 

Janeiro de 2008 e período de amostragem ܶ ൌ  obtêm-se os resultados para os ,ݏ 1

movimentos de spin e de tumbling mostrados, respectivamente, na Tabela 5.6 e na Tabela 5.7. 

Quando se considera o movimento lento, as janelas de dados de 1 hora de duração não são 

suficientes para a convergência dos estimadores de bias. Nesse caso, foram utilizadas janelas 

de 8 horas e período de amostragem ܶ ൌ    .Os resultados são apresentados na Tabela 5.8 .ݏ 10

Tabela 5.6 Estimativas de bias de magnetômetro – movimento de spin. 

Parâmetro Valor verdadeiro [mG] ܿҧ௙൫ߪ௙൯  [mG] 
           MAGEKF                       MAGUKF 

ܿ௫ 50 50,001ሺ0,092ሻ 49,950ሺ0,151ሻ 

ܿ௬ 50 49,992ሺ0,102ሻ 49,959ሺ0,154ሻ 

ܿ௭ 50 48,597ሺ0,070ሻ 49,696ሺ0,095ሻ 

Obs.: Janela de 1݄ de duração, ܶ ൌ   .ݏ 1
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Tabela 5.7 Estimativas de bias de magnetômetro – movimento de tumbling. 

Parâmetro Valor verdadeiro [mG] ܿҧ௙൫ߪ௙൯ [mG] 
           MAGEKF                       MAGUKF 

ܿ௫ 50 50,042ሺ0,068ሻ 49,930ሺ0,117ሻ 

ܿ௬ 50 49,980ሺ0,077ሻ 50,027ሺ0,129ሻ 

ܿ௭ 50 49,132ሺ0,082ሻ 50,039ሺ0,110ሻ 

Obs.: Janela de 1݄ de duração, ܶ ൌ   .ݏ 1

 

Tabela 5.8 Estimativas de bias de magnetômetro – movimento lento. 

Parâmetro Valor verdadeiro [mG] ܿҧ௙൫ߪ௙൯ [mG] 
           MAGEKF                       MAGUKF 

ܿ௫ 50 51,497ሺ0,160ሻ 51,475ሺ0,176ሻ 

ܿ௬ 50 48,735ሺ0,155ሻ 48,667ሺ0,190ሻ 

ܿ௭ 50 50,171ሺ0,160ሻ 50,237ሺ0,180ሻ 

Obs.: Janela de 8݄ de duração, ܶ ൌ   .ݏ 10

 

 
Observa-se nas tabelas acima que o estimador MAGUKF produz saídas com 

variabilidade ligeiramente maior que as do MAGEKF. Nota-se ainda que, em todos os casos 

simulados, os erros de estimação dos três componentes do vetor de bias ficaram abaixo de 

2,0. 10ି଻ T. 5  

 Avaliando-se as cargas computacionais dos estimadores de bias como nas subseções 

3.3.3 e 4.3.3, constata-se que o tempo de execução do MAGUKF é aproximadamente igual ao 

dobro do tempo de execução do MAGEKF.     

5.4.2 Estimação de atitude e velocidade angular – sem eclipse 

Os estimadores de atitude e velocidade angular, AVEKF e AVUKF, apresentados na 

seção 5.1 são avaliados mediante simulações de Monte Carlo considerando-se os movimentos 

                                                 
5 1 mG = 10-7 T. 
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lento, de spin e de tumbling. Considera-se, dada a investigação descrita na subseção 5.4.1, que 

as medidas do campo geomagnético contenham um bias residual constante com valor 

௥௘௦܋ ൌ ሾെ2    2 െ 2ሿᇱ. 10ି଻ T 6. A janela de dados empregada tem duração de 1000 ݏ e inicia-

se às 20:00:00 (GMT) de 1º de Janeiro de 2008. Durante esse intervalo de tempo, considera-

se que não haja eclipse.       

A estimativa inicial de atitude é obtida através do método estático TRIAD [vide Wertz 

(1978), p. 424]. A estimativa inicial da velocidade angular é modelada como sendo a soma da 

velocidade angular inicial verdadeira com um VA Gaussiano de média nula e covariância 

଴ߪ
ଶ. ۷ଷ, sendo ߪ଴ ൌ 10. ߨ 180⁄  ,A covariância inicial é sintonizada como .ݏ/݀ܽݎ 

଴۾ ൌ ൤
0,0001. ۷ସ ૙ସൈଷ

૙ଷൈସ ଴ߪ
ଶ. ۷ଷ

൨                                          (5.23) 

   A covariância, ܀ଶ,௞, do ruído das medidas vetoriais da direção do Sol é calculada, 

como no capítulo 3 [vide (3.65)], utilizando a covariância dos ruídos de medidas dos sensores 

solares, ܀థఏ. A densidade espectral de potência do ruído de estado, ۿ, é obtida por sintonia e 

assume valor distinto para cada um dos três movimentos considerados, conforme explicitado 

na Tabela 5.9. 

Tabela 5.9 Densidade espectral de potência do ruído de estado. 

Movimento Q 

Lento ݀݅ܽ݃ ቄ1,0. 10െ12. ۷4; 5,0. 10െ10. ቅݏ/2݀ܽݎ ۷3  

Spin ݀݅ܽ݃ ቄ8,0. 10െ6. ۷4; 2,0. 10െ5. ቅݏ/2݀ܽݎ ۷3  

Tumbling ݀݅ܽ݃ ቄ1,0. 10െ6. ۷4; 1,0. 10െ7. ቅݏ/2݀ܽݎ ۷3  

    

                                                 
6 Os sinais dos componentes do vetor bias residual foram escolhidos arbitrariamente. Pôde-se verificar, por meio 
de simulações, que outras combinações de tais sinais não provocaram mudanças significativas nas acurácias das 
estimativas de atitude e de velocidade angular. 
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Os parâmetros ߢ das TUs e IUs do estimador AVUKF são ajustados de acordo com a 

regra ߢ ൌ 3 െ ݊, onde ݊ é a dimensão do vetor de estado [para detalhes sobre a TU e a IU, 

vide seção 2.3]. 

O valor do tensor de inércia utilizado pelos estimadores AVEKF e AVUKF é, 

औ ൌ ൥
6,508 0,008 െ0,008
0,008 6,492 െ0,008

െ0,008 െ0,008 8,008
൩   ݇݃. ݉ଶ                  (5.24) 

Os elementos de औ apresentam erros com magnitudes de 0,1% do elemento ࣤଷଷ
௩ ൌ

8 ݇݃. ݉ଶ do tensor de inércia verdadeiro [dado no Apêndice D]. Sendo assim, em cada 

elemento de औ, há um erro absoluto de 0,008 ݇݃. ݉ଶ. Os sinais desses erros foram escolhidos 

de forma arbitrária. Pôde-se verificar, por meio de simulação, que outras combinações de tais 

sinais não provocaram mudanças significativas nas acurácias das estimativas de atitude e de 

velocidade angular. 

 Utilizando-se período de amostragem ܶ ൌ  obtêm-se para cada movimento 100 ,ݏ 0,1

realizações dos erros de atitude, ܫ௞ [vide (3.66)], e de velocidade angular, ܨ௞ [vide (4.21)], a 

partir das quais são calculadas as médias, ܫ ҧ௞ e ܨത௞, e os desvios-padrão, ߪ௞
ூ  e ߪ௞

ி, 

respectivamente. As Figuras 5.3, 5.4 e 5.5 apresentam os resultados obtidos para os 

movimentos lento, de spin e de tumbling, respectivamente. As curvas azuis consistem nas 

médias dos erros, ܫ ҧ௞ e ܨത௞, enquanto que as curvas vermelhas representam as somas ܫ ҧ௞ ൅ 3 ൈ

௞ߪ
ூ  e ܨത௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ

ி. Nota-se que não há diferenças significativas em termos de acurácia e taxa 

de convergência entre os estimadores AVEKF e AVUKF. Para todos os movimentos, os erros 

de estimação de atitude ficaram em torno de 1grau.        
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                                             (a)                                                       (b) 

Figura 5.2 Erros de atitude e de velocidade angular dos estimadores (a) AVEKF e (b) 

AVUKF – Movimento lento.  

 

 
                                         (a)                                                       (b) 

Figura 5.3 Erros de atitude e de velocidade angular dos estimadores (a) AVEKF e (b) 

AVUKF – Movimento de spin. 
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                                         (a)                                                       (b) 

Figura 5.4 Erros de atitude e de velocidade angular dos estimadores (a) AVEKF e (b) 

AVUKF – Movimento de tumbling. 

 As Tabelas 5.10 e 5.11 apresentam, respectivamente, os valores máximos de ܫ ҧ௞ ൅ 3 ൈ

௞ߪ
ூ  e de ܨത௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ

ி para ݐ׊௞ א ሺ100, 1000ሿ ݏ, através dos quais se comparam as acurácias 

dos estimadores considerando-se diferentes magnitudes para o período de amostragem ܶ. 

Observa-se a degradação de acurácia das estimativas de atitude e de velocidade angular à 

medida que se aumenta ܶ. Novamente, não são verificadas diferenças significativas entre os 

resultados do AVEKF e os do AVUKF. Nota-se ainda que à medidas que se aumenta T, as 

estimativas do AVEKF se degradam ligeiramente mais rápido que as estimativas do AVUKF.   

Tabela 5.10 Acurácia de estimação de atitude. 

Movimento     Máximo ሼܫ ҧ௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ூሽ, para ݐ׊௞ א ሺ100, 1000ሿ ݏ             ሾ݃ݏݑܽݎሿ 

                                    AVEKF/AVUKF 
 ܶ ൌ 0,1 ݏ ܶ ൌ 0,5 ݏ ܶ ൌ 1,0 ݏ

Lento 1,15 / 1,12 1,31 / 1,31 1,49 / 1,49 

Spin 1,72 / 1,65 1,82 / 1,80 1,98 / 1,88 

Tumbling 1,48 / 1,45 1,87 / 1,78 2,06 / 1,94 
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Tabela 5.11 Acurácia de estimação de velocidade angular. 

Movimento     Máximo ሼܨത௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ிሽ, para ݐ׊௞ א ሺ100, 1000ሿ ݏ         ሾ݃ݏ/ݏݑܽݎሿ 

                                    AVEKF/AVUKF 
 ܶ ൌ 0,1 ݏ ܶ ൌ 0,5 ݏ ܶ ൌ 1,0 ݏ

Lento 0,012 / 0,016 0,014 / 0,017 0,018 / 0,018 

Spin 3,143 / 3,144 3,832 / 3,824 5,066 / 4,734 

Tumbling 0,141 /0, 144 0,167 / 0,162 0,186 / 0,181 

 

 Avaliando-se as cargas computacionais dos estimadores de atitude e velocidade 

angular como nas subseções 3.3.3 e 4.3.3, constata-se que o tempo de execução do AVUKF é 

aproximadamente igual ao triplo do tempo de execução do AVEKF. 

5.4.3 Estimação de atitude e velocidade angular – com eclipse 

 Os parâmetros orbitais utilizados nas simulações realizadas neste trabalho se referem à 

órbita nominal especificada para o satélite ITASAT. Trata-se de uma órbita circular baixa e 

quase-equatorial [vide Apêndice D], ao longo da qual o satélite passa por intervalos de eclipse 

com duração de aproximadamente 35% de seu período orbital. Durante esses intervalos, as 

medidas vetoriais do campo geomagnético são as únicas disponíveis ao SDA.  

 Realizaram-se testes dos estimadores AVEKF e AVUKF considerando-se uma janela 

de dados de 6000 ݏ (∼1 período orbital) iniciando-se às 20:00:00 (GMT) do dia 1º de Janeiro 

de 2008. Considera-se o intervalo de eclipse como sendo ሺ1000, 3110ሻ 7 ݏ. O período de 

amostragem utilizado é ܶ ൌ  As Figuras 5.6, 5.7 e 5.8 mostram os resultados de .ݏ 0,1

simulações de Monte Carlo com 10 realizações dos processos de estimação dos movimentos 

lento, de spin e de tumbling, respectivamente. Como anteriormente, as curvas azuis consistem 

nas médias dos erros, ܫ ҧ௞ e ܨത௞, enquanto que as curvas vermelhas representam as somas 

ܫ ҧ௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ
ூ  e ܨത௞ ൅ 3 ൈ ௞ߪ

ி.  

                                                 
7 O modelo para previsão de eclipses utilizado aqui é encontrado em Vallado (2004). 
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 O momentum angular do satélite aumenta com sua velocidade angular. Uma grande 

magnitude do momentum angular implica numa grande rigidez giroscópica do satélite em 

relação aos torques de perturbação (Wiesel, 1997). Sendo assim, tal rigidez é menor no 

movimento lento e maior no movimento de spin, o que explica os resultados de estimação de 

velocidade angular nas figuras abaixo. Na Figura 5.6, observa-se a divergência das 

estimativas de velocidade angular do movimento lento durante o período de eclipse. Nota-se 

que as estimativas de velocidade angular dos movimentos de spin e de tumbling sofrem 

pequena degradação no eclipse. No caso do movimento de spin, tal degradação é 

imperceptível na Figura 5.7. 

 No movimento lento, o aumento do erro de estimação de velocidade angular causa a 

divergência das estimativas de atitude 8, as quais assumem erros em torno de 25 graus ao final 

do período de eclipse. Embora esse erro inviabilize o controle de atitude do movimento lento 

durante o eclipse, nota-se que ele se reduz rapidamente quando medidas da direção do Sol 

voltam a se tornar disponíveis. Nesse caso, sugere-se que o satélite seja controlado em malha 

fechada somente durante a visibilidade do Sol.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
8 Conforme o modelo em (5.1), a evolução temporal da atitude (quatérnio) depende da velocidade angular. Sendo 
assim, a divergência das estimativas de velocidade angular leva à divergência das estimativas de atitude.  
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(a)                                                       (b) 

Figura 5.5 Erros de atitude e de velocidade angular dos estimadores durante 1 período de 

órbita (a) AVEKF e (b) AVUKF – Movimento lento. 

 

 
                                      (a)                                                       (b) 

Figura 5.6 Erros de atitude e de velocidade angular dos estimadores durante 1 período de 

órbita (a) AVEKF e (b) AVUKF – Movimento de spin. 
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                                            (a)                                                       (b) 

Figura 5.7 Erros de atitude e de velocidade angular dos estimadores durante 1 período de 

órbita (a) AVEKF e (b) AVUKF – Movimento de tumbling. 

 Na Figura 5.7, nota-se que o erro de estimação de atitude apresenta um pico em torno 

do instante ݐ ൌ  Conforme Figura 5.9, em torno desse mesmo instante, os .ݏ 2500

componentes da medida do campo geomagnético nos eixos XB e YB apresentam magnitudes 

reduzidas e, sendo assim, os correspondentes erros de medição (compostos de bias e de 

distúrbios aleatórios no magnetômetro) são mais significativos nessa região. Logo, as 

estimativas de atitude em torno do eixo ZB (obtidas a partir de informação contida nas 

medidas de campo nos eixos XB e YB) se tornam tão ruins a ponto de causar o pico observado. 

1000 2000 3000 4000 5000 6000
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

tempo [s]

[g
ra

us
]

Erro de atitude

1000 2000 3000 4000 5000 6000
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
Erro de atitude

tempo [s]

[g
ra

us
]

1000 2000 3000 4000 5000 6000
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

tempo [s]

[g
ra

us
/s

]

Erro de velocidade angular

1000 2000 3000 4000 5000 6000
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2
Erro de velocidade angular

tempo [s]

[g
ra

us
/s

]



 
 

105 
 

55      SSDDAA  AAuuttôônnoommoo  ppaarraa SSaattéélliitteess  ddee  BBaaiixxoo CCuussttoo 

 

Figura 5.8 Medidas do campo geomagnético. 
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medidas vetoriais, pois a atitude em torno do vetor correspondente é indeterminada se apenas 

um par estiver disponível. No entanto, utilizando-se métodos dinâmicos 9, é possível se 

estimar a atitude em 3 eixos a partir de um único par de medidas vetoriais adquirido a cada 

instante de amostragem, desde que o vetor correspondente varie suficientemente ao longo do 

tempo e as medidas vetoriais sejam suficientemente acuradas (Hall, 2003).  Nas simulações 

realizadas, verificou-se a degradação de acurácia das estimativas de atitude e de velocidade 

angular durante um período de eclipse – período em que as medidas dos sensores solares não 

estão disponíveis. Em especial, as estimativas de atitude do movimento lento alcançaram 

erros de aproximadamente 25 graus. 

 Esses resultados indicam que, no plano da missão do ITASAT, a transição da fase 

operacional – em que o satélite é estabilizado por spin – para a fase experimental – em que o 

spin é removido e o controle se dá em 3 eixos – não deve envolver a atuação das bobinas de 

torque durante o eclipse por causa da grande incerteza na determinação da atitude que, por 

meio do controle em malha fechada, pode causar uma orientação do satélite que viole a 

restrição de ortogonalidade entre o eixo ZB e a direção do Sol. Tal ocorrência pode ser fatal à 

segurança térmica do ITASAT. Esse resultado consiste numa contribuição original ao projeto 

do SCA-ITASAT e será considerado na elaboração dos modos de operação do ITASAT.    

  

                                                 
9 Nos métodos dinâmicos, a estimativa em cada instante é obtida fundindo-se informações contidas em medidas 
vetoriais adquiridas em instantes passados (e propagadas até o presente através de modelo dinâmico) às medidas 
atuais.  
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6  CONCLUSÃO 

6.1 Conclusões gerais 

Motivada pelo projeto do sistema de controle de atitude do ITASAT, esta dissertação 

tratou da estimação, utilizando filtro de Kalman estendido (EKF) e filtro de Kalman 

unscented (UKF), de atitude em 3 eixos e de velocidade angular de satélites a partir de 

medidas vetoriais do campo geomagnético e da direção do Sol.  

No capítulo 3, diversos métodos de estimação de atitude que consideram a 

disponibilidade de medidas de velocidade angular foram comparados por meio de simulação. 

Por simplicidade, a incerteza nas medidas de velocidade angular foi modelada como sendo 

uma seqüência Gaussiana com média nula e covariância conhecida. Na prática, o uso de tais 

métodos em satélites que embarcam girômetros mecânicos requer o emprego de um modelo 

de medidas de velocidade angular mais sofisticado que considere a existência de erro de 

deriva, o qual se estima conjuntamente com os parâmetros de atitude (Lefferts et al., 1982). 

Em se tratando de girômetros a fibra óptica, o erro de deriva é pouco significativo quando 

comparado ao ruído aleatório, fato que dispensa a estimação de deriva. Dentre os estimadores 

de atitude comparados, os estimadores de quatérnio de rotação, QEKF e QUKF, exibiram 

melhor desempenho em termos de acurácia, taxa de convergência e robustez a erros de 

inicialização. 

Já no capítulo 4, tratou-se da estimação de velocidade angular independente de atitude. 

Como visto, esses métodos empregam um modelo de cinemática de medidas vetoriais 

simplificado, o qual consiste numa boa aproximação quando o satélite se move rapidamente 

em relação ao sistema de coordenadas de referência. Esses métodos podem, por exemplo, ser 

aplicados em controle de detumblig e em satélites estabilizados por rotação (Psiaki e Oshman, 

2003). Das duas abordagens de estimação de velocidade angular apresentadas, DA e EA, a 

primeira se diferencia da última pelo fato de utilizar derivadas numéricas das medidas 
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vetoriais. Observou-se que a abordagem EA, que não requer derivação de medidas, embora 

apresente maior carga computacional, produz estimativas mais acuradas. Em satélites 

estabilizados por rotação – por exemplo, a 40 ݉݌ݎ, que corresponde à rotação nominal da 

fase operacional do ITASAT – o período de amostragem deve ser muito pequeno para que os 

erros numéricos de derivação das medidas vetoriais não tenham magnitude excessivamente 

elevada. Tal fato dificulta o uso dos métodos DA nesses casos. 

Por fim, no capítulo 5, sugeriu-se um Sistema de Determinação de Atitude (SDA) para 

uso em satélites de baixo custo. Esse sistema faz uso de estimadores de atitude e velocidade 

angular, AVEKF ou AVUKF, e de estimadores de bias de magnetômetro, MAGEKF ou 

MAGUKF. O AVEKF e o AVUKF foram formulados aumentando-se o estado dos 

estimadores de quatérnio, QEKF e QUKF, de forma a incluir o modelo dinâmico do satélite. 

O MAGEKF e o MAGUKF consistem em simplificações dos estimadores de parâmetros 

apresentados em Crassidis et al. (2005). Os estimadores do SDA proposto foram testados 

através de medidas vetoriais simuladas. As acurácias obtidas nas estimativas de atitude e de 

velocidade angular satisfazem os requisitos de missão do ITASAT e de muitas outras, típicas 

de satélites de baixo custo. 

Classicamente, os sistemas de determinação de atitude de satélites se baseiam no EKF. 

O UKF, que consiste numa recente aproximação para a solução do problema de estimação de 

estado de sistemas não-lineares, vem se mostrando superior ao EKF em diversas aplicações, 

conforme relatado na literatura (Julier e Ulhmann, 2004). No entanto, conforme os resultados 

das investigações do presente trabalho, não há diferenças de desempenho significativas entre 

o EKF e o UKF em aplicações de estimação de atitude e velocidade angular de satélites. 

Observou-se também que o UKF apresenta carga computacional em torno de 3 vezes maior 

que a do correspondente EKF. Essa desvantagem do UKF poderá se tornar menos 

significativa à medida que novas tecnologias de processadores forem qualificadas para uso no 
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espaço. Por fim, destaca-se como vantagem significativa a facilidade para implementar 

estimadores UKF, pois, ao contrário dos EKF, eles não requerem matrizes Jacobianas, as 

quais podem exigir muito esforço para serem derivadas [vide Apêndice B].                         

6.2 Trabalhos futuros 

Dentre os estudos que complementam as investigações realizadas nesta dissertação, 

podem-se citar os seguintes: 

• Investigação do impacto do uso de outros sensores de atitude sobre o 

desempenho dos estimadores de atitude e de velocidade angular. Por exemplo, 

sensores de horizonte, que informam a direção do nadir, apresentam um custo 

relativamente baixo (Larson e Wertz, 1999), o que motiva a investigação do 

uso deles em SDAs com orçamentos reduzidos. 

• Comparação entre os estimadores de velocidade angular dos tipos DA e EA 

considerando-se outros movimentos de atitude, como os movimentos lento e de 

spin empregados na avaliação realizada no capítulo 5. Conforme argumentado 

no capítulo 4, quanto menor a velocidade angular do satélite, pior é a qualidade 

do modelo de cinemática das medidas vetoriais adotado pelos estimadores de 

velocidade angular [vide (4.2)]. Devido a isso, suspeita-se que esses 

estimadores produzam resultados ruins para movimentos de atitude lentos. 

• Investigação do desempenho dos estimadores de atitude, de velocidade angular 

e de bias de magnetômetro considerando-se diferentes inclinações de órbita 

que atendam aos requisitos de missão do ITASAT. 

• Teste dos estimadores utilizando dados reais de satélites que embarcam 

sensores solares e magnetômetro, com taxa de amostragem e janela de tempo 
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que sejam adequados aos diversos modos de operação previstos para o 

ITASAT.  
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APÊNDICE A – PROPAGAÇÃO DE MÉDIAS E COVARIÂNCIAS 

 Tomando a esperança condicionada a ܈ଵ:௞ em (2.1), obtém-se, 

ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵܠሾܧ ൌ ,௞ܠሺ܎ሾܧ ଵ:௞ሿ܈|௞ሻܝ ൅  ଵ:௞ሿ       (A.1)܈|௞ܟሾܧ 

onde a esperança ܧሾܠ௞ାଵ|܈ଵ:௞ሿ corresponde à estimativa predita e será denotada por ܠො௞ାଵ|௞. 

Por hipótese sobre ሼܟ௞ א ব௡ሽ, a esperança ܧሾܟ௞|܈ଵ:௞ሿ se anula, pois considera-se que ܟ௞ e 

   ,௞ tem média nula. Dessa forma, resultaܟ ௞ sejam estatisticamente independentes e queܞ

ො௞ାଵ|௞ܠ ൌ ,௞ܠሺ܎ሾܧ  ଵ:௞ሿ                    (A.2)܈|௞ሻܝ

que corresponde à equação (2.6). ■ 

 A covariância de ܠ௞ାଵ condicionada a ܈ଵ:௞ é dada por, 

௞ାଵ|௞۾ ൌ ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵܠሾݒ݋ܿ ؜ ܧ ቂ൫ܠො௞ାଵ|௞ െ .௞ାଵ൯ܠ ൫ܠො௞ାଵ|௞ െ  ଵ:௞ ቃ               (A.3)܈|′௞ାଵ൯ܠ

a partir de onde, substituindo ܠො௞ାଵ|௞ por (A.2) e ܠ௞ାଵ por (2.1), realizando os produtos e 

aplicando a aditividade do operador esperança, se obtém, 

௞ାଵ|௞۾ ൌ

,௞ܠሺ܎ሾܧ .ሻ݇ܝ ,௞ܠሺ܎ ଵ:௞ሿ܈|′ሻ݇ܝ െ ,௞ܠሺ܎ሾܧ .ଵ:௞ሿ܈|ሻ݇ܝ ,௞ܠሺ܎ሾܧ ′ଵ:௞ሿ܈|ሻ݇ܝ ൅

.௞ܟሾܧ                     ,௞ܠሺ܎ ଵ:௞ሿ܈|′ሻ݇ܝ  ൅ ,௞ܠሺ܎ሾܧ .ሻ݇ܝ ௞ܟ
ᇱ ଵ:௞ሿ܈| ൅ .௞ܟሾܧ ௞ܟ

ᇱ  ଵ:௞ሿ                   (A.4)܈|

 O ruído de estado ሼܟ௞ א ব௡ሽ e o ruído de medidas ሼܞ௞ א ব௠ሽ são independentes 

(pois são Gaussianos e descorrelacionados) e, sendo assim, ܧሾܟ௞. ௞ܟ
ᇱ ଵ:௞ሿ܈| ൌ .௞ܟሾܧ ௞ܟ

ᇱ ሿ ؠ

,௞ܠሺ܎ሾܧ ,௞ሽ são independentesܟ௞ሽ e ሼܠ௞. Como as seqüências ሼۿ .ሻ݇ܝ ௞ܟ
ᇱ ଵ:௞ሿ܈| ൌ

,௞ܠሺ܎ሾܧ  .ଵ:௞ሿ܈|ሻ݇ܝ ଵ:௞ሿᇱ܈|௞ܟሾܧ ൌ ૙. Logo, (A.4) resulta em, 

௞ାଵ|௞۾ ൌ ,௞ܠሺ܎ሾܧ .ሻ݇ܝ ,௞ܠሺ܎ ଵ:௞ሿ܈|ሻᇱ݇ܝ െ ,௞ܠሺ܎ሾܧ .ଵ:௞ሿ܈|ሻ݇ܝ ,௞ܠሺ܎ሾܧ ଵ:௞ሿᇱ ൅܈|ሻ݇ܝ  ௞        (A.5)ۿ
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que corresponde a (2.7). ■ 

Tomando a esperança condicionada a ܈ଵ:௞ em (2.2), obtém-se, 

ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵܢሾܧ ൌ ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ ൅  ଵ:௞ሿ                 (A.6)܈|௞ାଵܞሾܧ 

onde ܧሾܢ௞ାଵ|܈ଵ:௞ሿ corresponde à predição das medidas e será denotada por ܢො௞ାଵ|௞. Sendo 

assim, como ሼܞ௞ሽ tem média nula, segue que, 

ො௞ାଵ|௞ܢ ൌ  ଵ:௞ሿ                                (A.7)܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ

que corresponde a (2.8). ■ 

A covariância de ܢ௞ାଵ condicionada a ܈ଵ:௞ é dada por, 

௞ାଵ|௞۾
୸ ൌ ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵܢሾݒ݋ܿ ؜ ܧ ቂ൫ܢො௞ାଵ|௞ െ .௞ାଵ൯ܢ ൫ܢො௞ାଵ|௞ െ  ଵ:௞ ቃ               (A.8)܈|′௞ାଵ൯ܢ

e assim, substituindo ܢො௞ାଵ|௞ por (A.7) e ܢ௞ାଵ por (2.2), realizando os produtos e aplicando a 

aditividade do operador esperança, se obtém, 

௞ାଵ|௞۾
୸ ൌ

.௞ାଵሻܠሺܐሾܧ ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵሻᇱܠሺܐ െ .ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ ଵ:௞ሿᇱ ൅܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ

.௞ାଵܞሾܧ                  ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵሻᇱܠሺܐ  ൅ .௞ାଵሻܠሺܐሾܧ ௞ାଵܞ
ᇱ ଵ:௞ሿ܈|  ൅ .௞ାଵܞሾܧ ௞ାଵܞ

ᇱ  ଵ:௞ሿ             (A.9)܈|

donde,  

௞ାଵ|௞۾
୸ ൌ .௞ାଵሻܠሺܐሾܧ ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵሻᇱܠሺܐ െ .ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ ଵ:௞ሿᇱ ൅܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ  ௞ାଵ      (A.10)܀

que corresponde a (2.9). ■ 

A covariância cruzada de ܠ௞ାଵ e ܢ௞ାଵ condicionada a ܈ଵ:௞ é dada por, 

௞ାଵ|௞۾
୶୸ ൌ ܧ ቂ൫ܠො௞ାଵ|௞ െ .௞ାଵ൯ܠ ൫ܢො௞ାଵ|௞ െ  ଵ:௞ ቃ                           (A.11)܈|௞ାଵ൯ᇱܢ
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e assim, substituindo ܠො௞ାଵ|௞ por (A.2), ܠ௞ାଵ por (2.1), ܢො௞ାଵ|௞ por (A.7) e ܢ௞ାଵ por (2.2), 

realizando os produtos e aplicando a aditividade do operador esperança, se obtém, 

௞ାଵ|௞۾
୶୸ ൌ ,௞ܠሺ܎ሾܧ .௞ሻܝ ଵ:௞ሿ܈|௞ାଵሻᇱܠሺܐ  െ ,௞ܠሺ܎ሾܧ .ଵ:௞ሿ܈|௞ሻܝ  ଵ:௞ሿᇱ              (A.12)܈|௞ାଵሻܠሺܐሾܧ

que corresponde a (2.10). ■ 
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APÊNDICE B – MATRIZES JACOBIANAS 

No presente apêndice, são apresentadas as matrizes Jacobianas utilizadas nos 

estimadores do tipo EKF formulados nesta dissertação. A seguir, cada seção corresponde a 

um desses estimadores.  

B.1  QEKF 

Conforme (3.19), a matriz Jacobiana 3 ൈ 4 referente à equação de medidas não-linear 

do QEKF é representada por, 

۶௜,௞ାଵ
୯ ؜ ப۲ሺܙሻ.ܚ೔,ೖశభ

డܙ
ቚ

ෝೖశభ|ೖܙୀܙ
                                (B.1) 

onde ܚ௜,௞ାଵ א বଷ é a medida vetorial ݅ no sistema SR e ۲ሺܙሻ א বଷൈଷ é a DCM dada por (3.5).  

A matriz ۲ሺܙሻ pode ser separadamente derivada em relação aos componentes de ܙ, pois esses 

não têm relação com a medida vetorial ܚ௜,௞ାଵ. Sendo assim, as derivadas ߲۲ ⁄௝ݍ߲ , para j= 

1,...,4 são,   

డ۲
డ௤భ

ൌ ൥
ଵݍ2 ସݍ2 െ2ݍଷ

െ2ݍସ ଵݍ2 ଶݍ2
ଷݍ2 െ2ݍଶ ଵݍ2

൩         (B.2) 

డ۲
డ௤మ

ൌ ൥
ଶݍ2 ଷݍ2 ସݍ2
ଷݍ2 െ2ݍଶ ଵݍ2
ସݍ2 െ2ݍଵ െ2ݍଶ

൩          (B.3) 

డ۲
డ௤య

ൌ ൥
െ2ݍଷ ଶݍ2 െ2ݍଵ
ଶݍ2 ଷݍ2 ସݍ2
ଵݍ2 ସݍ2 െ2ݍଷ

൩                     (B.4) 

డ۲
డ௤ర

ൌ ൥
െ2ݍସ ଵݍ2 ଶݍ2
െ2ݍଵ െ2ݍସ ଷݍ2
ଶݍ2 ଷݍ2 ସݍ2

൩          (B.5) 
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Logo, multiplicando-se as derivadas (B.2)-(B.5) pelo vetor ܚ௜,௞ାଵ obtêm-se as colunas da 

Jacobiana (B.1), ou seja, 

۶௜,௞ାଵ
୯ ൌ ቂ డ۲

డ௤భ
௜,௞ାଵܚ

డ۲
డ௤మ

௜,௞ାଵ    డ۲ܚ
డ௤య

௜,௞ାଵܚ
డ۲
డ௤ర

௜,௞ାଵቃܚ
ෝೖశభ|ೖܙୀܙ

                           (B.6) 

B.2  EEKF 

Conforme (3.28), a matriz Jacobiana 3 ൈ 3 referente à equação de estado não-linear do 

EEKF é representada por, 

۴ୟሺ܉ොሺݐሻ, ૑ෝ ሻ ؜ ப܎౗ሺ܉,૑ෝ ሻ
డ܉

ቚ
ොሺ௧ሻ܉ୀ܉

                                                       (B.7) 

onde ܉ොሺݐሻ ൌ ൣ ෠߰  ߠ෠  ො߮൧ᇱ
 é o vetor cujos componentes consistem nas estimativas dos ângulos de 

Euler (3-2-1) no instante ݐ, ૑ෝ ൌ ൣ ෝ߱௫  ෝ߱௬  ෝ߱௭൧ᇱ é a medida de velocidade angular e a função 

,܉ୟሺ܎ ૑ෝ ሻ é dada em (3.24) e, explicitamente, é expressa por, 

,܉ୟሺ܎ ૑ෝ ሻ ൌ ቎
ሺs߮ cߠ⁄ ሻ. ෝ߱ݕ ൅ ሺc߮ cߠ⁄ ሻ. ෝ߱ݖ

c߮. ෝ߱ݕ െ s߮. ෝ߱ݖ

ෝ߱ݔ ൅ tg ߠ . s߮. ෝ߱ݕ ൅ tg ߠ . c߮. ෝ߱ݖ

቏        (B.8) 

Sendo assim, derivado ܎ୟ em relação a ܉ e computando o valor da expressão resultante em 

܉ ൌ  ,ሻ obtém-se a Jacobianaݐොሺ܉

۴ୟሺ܉ොሺݐሻ, ૑ෝ ሻ ൌ

൦
0 ሺsߠ෠. s ො߮ cଶߠ෠⁄ ሻ. ෝ߱௬ ൅ ሺcߠ෠. s ො߮ cଶߠ෠⁄ ሻ. ෝ߱௭ ሺc ො߮ cߠ෠⁄ ሻ. ෝ߱௬ െ ሺs ො߮ cߠ෠⁄ ሻ. ෝ߱௭
0 0 െs ො߮. ෝ߱௬ െ c ො߮ . ෝ߱௭

0 ሺs ො߮ cଶߠ෠⁄ ሻ. ෝ߱௬ ൅ ሺc ො߮ cଶߠ෠⁄ ሻ. ෝ߱௭ tg ෠ߠ . c ො߮ . ෝ߱௬ െ tg ෠ߠ . s ො߮ . ෝ߱௭

൪                          (B.9) 

Conforme (3.29), a matriz Jacobiana 3 ൈ 3 referente à equação de medidas não-linear 

do EEKF é representada por, 
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۶௜,௞ାଵ
ୟ ؜ ப۲ሺ܉ሻ.ܚ೔,ೖశభ

డ܉
ቚ

ොೖశభ|ೖ܉ୀ܉
                                                            (B.10) 

Como em (B.1), a matriz ۲ሺ܉ሻ א বଷൈଷ, dada em (3.22), é derivada em relação aos 

componentes de ܉, obtendo-se, 

డ۲
డట

ൌ ൥
െs߰. cߠ c߰. cߠ 0

െs߰. sߠ. s߮ െ c߰. c߮ c߰. sߠ. s߮ െ c߰. c߮ 0
െs߰. sߠ. c߮ ൅ c߰. s߮ c߰. sߠ. c߮ ൅ s߰. s߮ 0

൩               (B.11) 

డ۲
డఏ

ൌ ൥
െc߰. cߠ െs߰. sߠ െcߠ

c߰. cߠ. s߮ s߰. cߠ. s߮ െsߠ. s߮
c߰. cߠ. c߮ s߰. cߠ. c߮ െsߠ. s߮

൩                                                 (B.12) 

డ۲
డఝ

ൌ ൥
0 0 0

c߰. sߠ. c߮ ൅ s߰. s߮ s߰. sߠ. c߮ െ c߰. s߮ cߠ. c߮
െc߰. sߠ. s߮ ൅ s߰. c߮ െs߰. sߠ. s߮ െ c߰. c߮ െcߠ. s߮

൩              (B.13) 

Logo, multiplicando-se as derivadas (B.11)-(B.13) pelo vetor ܚ௜,௞ାଵ, obtêm-se as colunas da 

Jacobiana (B.10), ou seja, 

۶௜,௞ାଵ
ୟ ൌ ቂడ۲

డట
௜,௞ାଵܚ

డ۲
డఏ

௜,௞ାଵ    డ۲ܚ
డఝ

௜,௞ାଵቃܚ
ොೖశభ|ೖ܉ୀ܉

                                                (B.14) 

B.3  MEKF 

Conforme (3.61), a matriz Jacobiana 3 ൈ 3 referente à equação de estado não-linear do 

MEKF é representada por, 

۴୫ሺܕෝሺݐሻ, ૑ෝ ሻ ؜ பౣ܎ሺܕ,૑ෝ ሻ
డܕ

ቚ
ෝሺ௧ሻܕୀܕ

                              (B.15) 

onde ܕෝሺݐሻ ൌ ሾ ෝ݉ଵ  ෝ݉ଶ  ෝ݉ଷሿᇱ é o vetor cujos componentes consistem nas estimativas dos MRP 

no instante ݐ, ૑ෝ ൌ ൣ ෝ߱௫  ෝ߱௬  ෝ߱௭൧ᇱ é a medida de velocidade angular e a função ܎୫ሺܕ, ૑ෝ ሻ é dada 

em (3.55) e, explicitamente, é expressa por, 
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,ܕ୫ሺ܎ ૑ෝ ሻ ൌ

ଵ
ସ

. ൦
ሺ1 ൅ ݉1

2 െ ݉2
2 െ ݉3

2ሻ. ෝ߱ݔ ൅ 2. ሺ݉1. ݉2 െ ݉3ሻ. ෝ߱ݕ ൅ 2. ሺ݉1. ݉3 ൅ ݉2ሻ. ෝ߱ݖ

2. ሺ݉1. ݉2 ൅ ݉3ሻ. ෝ߱ݔ ൅ ሺ1 െ ݉1
2 ൅ ݉2

2 െ ݉3
2ሻ. ෝ߱ݕ ൅ 2. ሺ݉2. ݉3 െ ݉1ሻ. ෝ߱ݖ

2. ሺ݉1. ݉3 െ ݉2ሻ. ෝ߱ݔ ൅ 2. ሺ݉2. ݉3 ൅ ݉1ሻ. ෝ߱ݕ ൅ ሺ1 െ ݉1
2 െ ݉2

2 ൅ ݉3
2ሻ. ෝ߱ݖ

൪                  (B.16) 

Sendo assim, derivado ܎୫ em relação a ܕ e computando o valor da expressão resultante em 

ܕ ൌ  ,ሻ obtém-se a Jacobianaݐෝሺܕ

۴୫ሺܕෝሺݐሻ, ૑ෝ ሻ ൌ ଵ
ଶ

. ቎
ሾ ෝ݉ 1  ෝ݉ 2  ෝ݉ 3ሿ. ૑ෝ ሾെෝ݉ 2  ෝ݉ 1 1ሿ. ૑ෝ ሾെෝ݉ 3  െ 1  ෝ݉ 1ሿ. ૑ෝ

ሾෝ݉ 2  െෝ݉ 1  െ 1ሿ. ૑ෝ ሾෝ݉ 1  ෝ݉ 2  ෝ݉ 3ሿ. ૑ෝ ሾ1  െ ෝ݉ 3  ෝ݉ 2ሿ. ૑ෝ
ሾෝ݉ 3 1  െෝ݉ 1ሿ. ૑ෝ ሾെ1  ෝ݉ 3  െෝ݉ 2ሿ. ૑ෝ ሾෝ݉ 1  ෝ݉ 2  ෝ݉ 3ሿ. ૑ෝ

቏             (B.17) 

Conforme (3.62), a matriz Jacobiana 3 ൈ 3 referente à equação de medidas não-linear 

do MEKF é representada por, 

۶௜,௞ାଵ
୫ ؜ ப۲ሺܕሻ.ܚ೔,ೖశభ

డܕ
ቚ

ෝܕୀܕ ೖశభ|ೖ
                                                                             (B.18) 

Como em (B.1), a matriz ۲ሺܕሻ א বଷൈଷ, dada em (3.53), é derivada em relação aos 

componentes de ܕ, obtendo-se, 

డ۲
డ௠భ

ൌ
ஊ.൭ଵ଺.ሾܕൈሿ.൥

଴ ଴ ଴
଴ ଴ ିଵ
଴ ଵ ଴

൩ିସ.൫ଵିԡܕԡమ൯.൥
଴ ଴ ଴
଴ ଴ ିଵ
଴ ଵ ଴

൩ା଼.௠భ.ሾܕൈሿ൱ିஊ.ஃ

ஊమ               (B.19) 

డ۲
డ௠మ

ൌ
ஊ.൭ଵ଺.ሾܕൈሿ.൥

଴ ଴ ଵ
଴ ଴ ଴

ିଵ ଴ ଴
൩ିସ.൫ଵିԡܕԡమ൯.൥

଴ ଴ ଵ
଴ ଴ ଴

ିଵ ଴ ଴
൩ା଼.௠మ.ሾܕൈሿ൱ିஊ.ஃ

ஊమ                                    (B.20) 

డ۲
డ௠య

ൌ
ஊ.൭ଵ଺.ሾܕൈሿ.൥

଴ ିଵ ଴
ଵ ଴ ଴
଴ ଴ ଴

൩ିସ.൫ଵିԡܕԡమ൯.൥
଴ ିଵ ଴
ଵ ଴ ଴
଴ ଴ ଴

൩ା଼.௠య.ሾܕൈሿ൱ିஊ.ஃ

ஊమ               (B.21) 

onde, 

Σ ؜ ሺ1 ൅ ԡܕԡଶሻଶ                               (B.22) 
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Λ ؜ 4. ݉ଵ. ሺ1 ൅ ԡܕԡଶሻ                                 (B.23) 

Logo, multiplicando-se as derivadas (B.19)-(B.21) pelo vetor ܚ௜,௞ାଵ, obtêm-se as colunas da 

Jacobiana (B.18), ou seja, 

۶௜,௞ାଵ
୫ ൌ ቂ డ۲

డ௠భ
௜,௞ାଵܚ

డ۲
డ௠మ

௜,௞ାଵ    డ۲ܚ
డ௠య

௜,௞ାଵቃܚ
ෝܕୀܕ ೖశభ|ೖ

                                 (B.24) 

B.4  DAEKF 

Conforme (4.7), a matriz Jacobiana 3 ൈ 3 referente à equação de estado não-linear do 

DAEKF é representada por, 

۴ୢሺ૑ෝሺݐሻ, ૌሺݐሻሻ ؜ డ܎ౚሺ૑,ૌሺ௧ሻሻ
డ૑

ቚ
૑ୀ૑ෝ ሺ௧ሻ

                              (B.25) 

onde ૌሺݐሻ é o torque de controle, ૑ෝ ሺݐሻ ൌ ൣ ෝ߱௫  ෝ߱௬  ෝ߱௭൧ᇱ é a estimativa de velocidade angular e a 

função ୢ܎ሺ૑, ૌሻ é dada em (4.8) e, explicitamente, é expressa por, 

,ሺ૑ୢ܎ ૌሻ ൌ औିଵ. ൦
െࣤଷଵ. ߱௫. ߱௬ െࣤଷଶ. ߱௬

ଶ ൅ ሺࣤଶଶ െ ࣤଷଷሻ. ߱௬. ߱௭൅ࣤଶଵ. ߱௫. ߱௭൅ࣤଶଷ. ߱௭
ଶ

ࣤଷଵ. ߱௫
ଶ൅ࣤଷଶ. ߱௫. ߱௬൅ሺࣤଷଷ െ ଵࣤଵሻ. ߱௫. ߱௭ െ ଵࣤଶ. ߱௬. ߱௭െ ଵࣤଷ. ߱௭

ଶ

െࣤଶଵ. ߱௫
ଶ൅ ሺ ଵࣤଵ െ ࣤଶଶሻ. ߱௫. ߱௬െࣤଶଷ. ߱௫. ߱௭൅ ଵࣤଶ. ߱௬

ଶ ൅ ଵࣤଷ. ߱௬. ߱௭

൪ ൅

                      औିଵ. ૌ                                                                                                                   (B.26) 

onde औ é o tensor de inércia considerado constante. 

Sendo assim, derivando ୢ܎ em relação a ૑ e computando o valor da expressão resultante em 

૑ ൌ ૑ෝ ሺݐሻ, obtém-se a Jacobiana, 

۴ୢሺ૑ෝ ሺݐሻ, ૌሺݐሻሻ ൌ

औെ1. ൦
െࣤ31. ෝ߱ݕ ൅ ࣤ21. ෝ߱ݖ െࣤ31. ෝ߱ݔ െ 2. ࣤ32. ෝ߱ݕ ൅ ൫ࣤ22 െ ࣤ33൯. ෝ߱ݖ

2. ࣤ31. ෝ߱ݔ൅ࣤ32. ෝ߱ݕ൅ሺࣤ33 െ ࣤ11ሻ. ෝ߱ݖ ࣤ32. ෝ߱ݔ െ ࣤ12. ෝ߱ݖ

െ2. ࣤ21. ෝ߱ݔ൅ ሺࣤ11 െ ࣤ22ሻ. ෝ߱ݕെࣤ23. ෝ߱ݖ ሺࣤ11 െ ࣤ22ሻ. ෝ߱ݔ൅2. ࣤ12. ෝ߱ݕ ൅ ࣤ13. ෝ߱ݖ

 ... 
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...      
ሺࣤ22 െ ࣤ33ሻ. ෝ߱ݕ൅ࣤ21. ෝ߱ݔ ൅ 2. ࣤ23. ෝ߱ݖ

ሺࣤ33 െ ࣤ11ሻ. ෝ߱ݔ െ ࣤ12. ෝ߱ݕ െ  2. ࣤ13. ෝ߱ݖ

െࣤ23. ෝ߱ݔ ൅ ࣤ13. ෝ߱ݕ

቏                                   (B.27) 

Nota-se que ۴ୢሺ૑ෝ ሺݐሻ, ૌሺݐሻሻ não depende do torque de controle ૌሺݐሻ. 

B.5  EAEKF 

Conforme (4.18), a matriz Jacobiana 9 ൈ 9 referente à equação de estado não-linear do 

EAEKF é representada por, 

۴ୣሺܠොሺݐሻ, ૌሺݐሻሻ ؜ డ܎౛ሺܠ,ૌሺ௧ሻሻ
డܠ

ቚ
ሻݐොሺܠୀܠ

                              (B.27) 

onde ૌሺݐሻ é o torque de controle, ܠොሺݐሻ ൌ ൣ ෝ߱௫  ෝ߱௬  ෝ߱௭  ෠ܾଵ௫  ෠ܾଵ௬  ෠ܾଵ௭  ෠ܾଶ௫  ෠ܾଶ௬  ෠ܾଶ௭൧
ᇱ é a estimativa 

do estado e a função ୣ܎ሺܠ, ૌሻ é dada por, 

,ܠሺୣ܎ ૌሻ ൌ ቎
,ሺ૑ୢ܎ ૌሻ
ሾ܊ଵ ൈሿ. ૑
ሾ܊ଶ ൈሿ. ૑

቏                                                                                                            (B.28) 

onde ୢ܎ሺ૑, ૌሻ é dada de forma explicita em (B.26) e, 

ሾ܊௜ ൈሿ. ૑ ൌ ቎
െܾ௜௭. ߱௬ ൅ ܾ௜௬. ߱௭
ܾ௜௭. ߱௫ െ ܾ௜௫. ߱௭

െܾ௜௬. ߱௫ ൅ ܾ௜௫. ߱௬

቏                   (B.29) 

para ݅ ൌ 1, 2. 

Sendo assim, derivando ୣ܎ em relação a ܠ ൌ ሾ૑ᇱ  ܊ଵ
ᇱ ଶ܊  

ᇱ ሿᇱ e computando o valor da expressão 

resultante em ܠ ൌ  ,ሻ, obtém-se a Jacobianaݐොሺܠ

۴ୣሺܠොሺݐሻ, ૌሺݐሻሻ ൌ ቎
۴ୢ൫૑ෝ ሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯ ૙ଷൈଷ ૙ଷൈଷ

۴ଵ ۴ଷ ૙ଷൈଷ
۴ଶ ૙ଷൈଷ ۴ଷ

቏                 (B.30) 
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onde ۴ୢ൫૑ෝ ሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯ é dada em (B.27), ۴ଷ ൌ െሾ૑ෝ ሺݐሻ ൈሿ e ۴௜ (para ݅ ൌ 1, 2) é obtida 

derivando (B.29) em relação a ૑ e substituindo ૑ ൌ ૑ෝ ሺݐሻ na expressão resultante, ou seja, 

۴௜ ൌ ሾ܊௜ ൈሿ                      (B.31) 

B.5  AVEKF 

Conforme (5.9), a matriz Jacobiana 7 ൈ 7 referente à equação de estado não-linear do 

AVEKF é representada por, 

۴൫ܠොሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯ ؜ ப܎൫ܠ,ૌሺ௧ሻ൯
డܠ

ቚ
ොሺ௧ሻܠୀܠ

                                         (B.32) 

onde ૌሺݐሻ é o torque de controle, ܠොሺݐሻ ൌ  ොସ  ෝ߱௫  ෝ߱௬  ෝ߱௭൧ᇱ é a estimativa de atitude eݍ  ොଷݍ  ොଶݍ  ොଵݍൣ

velocidade angular e a função ܎ሺܠ, ૌሻ é dada por (5.2) e, por comodidade, é repetida aqui, 

,ܠሺ܎ ૌሻ ൌ ൤
ષሺ૑ሻ. ܙ
,ሺ૑ୢ܎ ૌሻ൨                                                                                                  (B.33) 

onde ୢ܎ሺ૑, ૌሻ é dada em (B.26) e, 

ષሺ૑ሻ. ܙ ൌ ଵ
ଶ

൦

െ߱௫. .ଶെ߱௬ݍ .ଷെ߱௭ݍ ସݍ
߱௫. .ଵെ߱௬ݍ .ସ൅߱௭ݍ ଷݍ
߱௫. .ସ൅߱௬ݍ .ଵെ߱௭ݍ ଶݍ

െ߱௫. .ଷ൅߱௬ݍ .ଶ൅߱௭ݍ ଵݍ

൪                           (B.34) 

onde ષሺ૑ሻ é a matriz anti-simétrica dada por (5.3). 

Sendo assim, derivando ܎ em relação a ܠ ൌ ሾܙᇱ ૑ᇱሿᇱ e computando o valor da expressão 

resultante em ܠ ൌ  ,ሻ, obtém-se a Jacobianaݐොሺܠ

۴൫ܠොሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯ ൌ ቈ
ષ൫૑ෝ ሺݐሻ൯ ۴୯

૙ଷൈସ ۴ୢ൫૑ෝ ሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯
቉                 (B.35) 
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onde ۴ୢ൫૑ෝ ሺݐሻ, ૌሺݐሻ൯ é dada em (B.27) e ۴୯ é obtida derivando-se (B.34) em relação a ૑ e 

substituindo-se ܙ ൌ  ,ሻ na expressão resultante, ou sejaݐෝሺܙ

۴୯ ൌ ଵ
ଶ

൦

െݍොଶ െݍොଷ െݍොସ
ොଵݍ െݍොସ ොଷݍ
ොସݍ ොଵݍ    െݍොଶ

െݍොଷ ොଶݍ    ොଵݍ   

൪                   (B.36) 

Conforme (5.10), a matriz Jacobiana 6 ൈ 7 referente à equação de medidas não-linear 

do AVEKF é representada por, 

۶௞ାଵ ؜ பܐೖశభሺܠሻ
డܠ

ቚ
ොೖశభ|ೖܠ

                                         (B.37) 

onde ܐ௞ାଵሺܠሻ é dada em (5.6) e, por comodidade, é repetida aqui, 

ሻܠ௞ାଵሺܐ ൌ ቈ
۲ሺܙሻ. ଵ,௞ାଵܚ
۲ሺܙሻ. ଶ,௞ାଵܚ

቉                                          (B.38) 

Derivando essa função em relação a ܠ e substituindo ܠ ൌ  ,ො௞ାଵ|௞ na expressão resultanteܠ

obtém-se, 

۶௞ାଵ ൌ ቈ
۶ଵ,௞ାଵ

୯ ૙ଷൈଷ

۶ଶ,௞ାଵ
୯ ૙ଷൈଷ

቉                    (B.39) 

onde ۶௜,௞ାଵ
୯  (para ݅ ൌ 1, 2) é dada por (B.6). 

B.6  MAGEKF 

Conforme (5.18), a matriz Jacobiana 1 ൈ 3 referente à equação de medidas não-linear 

do MAGEKF é representada por, 

۶௞ାଵ
ୡ ؜ ப௛ೖశభ

ౙ ሺ܋ሻ
డ܋

ቚ
ೖశభ|ೖ܋ୀ̂܋

                       (B.40) 
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onde ܋ ൌ ൣܿ௫  ܿ௬  ܿ௭൧ᇱ
 e ݄௞ାଵ

ୡ ሺ܋ሻ é dada em (5.15) e, explicitamente, é expressa por, 

݄௞ାଵ
௖ ሺ܋ሻ ؜ 2. ൫ ෰ܾଵ௫,௞ାଵ. ܿ௫ ൅ ෰ܾଵ௬,௞ାଵ. ܿ௬ ൅ ෰ܾଵ௭,௞ାଵ. ܿ௭൯ െ ൫ܿ௫

ଶ ൅ ܿ௬
ଶ ൅ ܿ௭

ଶ൯            (B.41) 

onde ܊ም ଵ,௞ାଵ
ᇱ ൌ ൣ ෰ܾଵ௫,௞ାଵ  ෰ܾଵ௬,௞ାଵ  ෰ܾଵ௭,௞ାଵ൧

ᇱ
 é vetor de medidas brutas de magnetômetro. 

Derivando essa função em relação a ܋ e substituindo ܋ ൌ  ,௞ାଵ|௞ na expressão resultante܋̂

obtém-se, 

۶௞ାଵ
ୡ ൌ ൣ2. ൫ ෰ܾଵ௫,௞ାଵ െ ܿ௫,௞ାଵ|௞൯ 2. ൫ ෰ܾଵ௬,௞ାଵ െ ܿ௬,௞ାଵ|௞൯ 2. ൫ ෰ܾଵ௭,௞ାଵ െ ܿ௭,௞ାଵ|௞൯൧       (B.42) 

que, expressa de forma vetorial, resulta, 

۶௞ାଵ
ୡ ൌ 2. ൫܊ም ଵ,௞ାଵ

ᇱ െ ௞ାଵ|௞܋̂
ᇱ ൯                   (B.43) 
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APÊNDICE C – COVARIÂNCIA DOS RUÍDOS ALEATÓRIOS DAS 

MEDIDAS EMPREGADAS NOS ESTIMADORES DA 

Neste apêndice, obtém-se a covariância do ruído aleatório, ൛ܢߜ௜,௞
ௗ א বଷൟ, das medidas 

empregadas nos estimadores de velocidade angular do tipo DA, as quais são computadas 

através de (4.5) utilizando as medidas vetoriais. Por motivo de clareza, repete-se em seguida a 

equação (4.5), 

௜,௞ାଵܢ
ୢ ൌ ૚

்
൫܊௜,௞ାଵ െ  ௜,௞൯               (C.1)܊

Nessa equação, ܶ é o período de amostragem e ܊௜,௞ é a medida vetorial ݅ no instante ݐ ௞. No 

capítulo 4, considera-se o ruído aditivo de medidas vetoriais, ൛܊ߜ௜,௞ א বଷൟ, como sendo uma 

seqüência branca de média nula e auto-covariância conhecida, ܞܗ܋ఋ܊೔
ሺ݇ଵ, ݇ଶሻ ൌ .௜,௞భ܀   .௞భ௞మߜ

 Seja ܊ҧ ௜,௞ o valor verdadeiro referente à medida vetorial ܊௜,௞. Substituindo ܊௜,௞ ൌ

ҧ܊ ௜,௞ ൅ ௜,௞ାଵ܊ ௜,௞ e܊ߜ ൌ ҧ܊ ௜,௞ାଵ ൅  ,௜,௞ାଵ em (C.1), obtém-se܊ߜ

௜,௞ାଵܢ
ୢ ൌ ത௜,௞ାଵܢ

ୢ ൅ ௜,௞ାଵܢߜ
ௗ                        (C.2) 

onde, 

ത௜,௞ାଵܢ
ୢ ൌ ૚

்
൫܊ҧ ௜,௞ାଵ െ ҧ܊ ௜,௞൯                (C.3) 

௜,௞ାଵܢߜ
ௗ ൌ ૚

்
൫܊ߜ௜,௞ାଵ െ  ௜,௞൯               (C.4)܊ߜ

 O ruído ൛ܢߜ௜,௞
ௗ א বଷൟ tem média nula e covariância, 

೔ܢఋܞܗ܋
ሺ݇ଵ, ݇ଶሻ ൌ ௜,௞భܢߜ۳ൣ

ௗ . ௜,௞మܢߜ
ௗ ᇱ൧ 

ൌ ۳ ቂ૚
்

൫܊ߜ௜,௞భ െ .௜,௞భିଵ൯܊ߜ ૚
்

൫܊ߜ௜,௞మ െ ௜,௞మିଵ൯܊ߜ
ᇱ
ቃ    
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ൌ ൛۳ൣ܊ߜ௜,௞భ. ௜,௞మ܊ߜ
ᇱ൧ ൅ .௜,௞భିଵ܊ߜ۳ൣ ௜,௞మିଵ܊ߜ

ᇱ൧ െ .௜,௞భ܊ߜ۳ൣ ௜,௞మିଵ܊ߜ
ᇱ൧ െ .௜,௞భିଵ܊ߜ۳ൣ ௜,௞మ܊ߜ

ᇱ൧ ൟ ܶଶ⁄  

ൌ ൛ܞܗ܋ఋ܊೔
ሺ݇ଵ, ݇ଶሻ ൅ ೔܊ఋܞܗ܋

ሺ݇ଵ െ 1, ݇ଶ െ 1ሻ െ ೔܊ఋܞܗ܋
ሺ݇ଵ, ݇ଶ െ 1ሻ െ ೔܊ఋܞܗ܋

ሺ݇ଵ െ 1, ݇ଶሻ ൟ ܶଶ⁄  

ൌ ൛܀௜,௞భ. ௞భ௞మߜ ൅ .௜,௞భିଵ܀ ሺ௞భିଵሻሺ௞మିଵሻߜ െ .௜,௞భ܀ ௞భሺ௞మିଵሻߜ െ .௜,௞భିଵ܀ ሺ௞భିଵሻ௞మ ൟߜ ܶଶ⁄   

ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ൛܀௜,௞భ ൅ ௜,௞భିଵ ൟ܀ ܶଶ⁄            , se ݇ଶ ൌ ݇ଵ

െ ௜,௞భ܀ ܶଶ⁄                               , se ݇ଶ ൌ ݇ଵ ൅ 1
െ ௜,௞భିଵ܀ ܶଶ⁄                          , se ݇ଶ ൌ ݇ଵ െ 1

            ૙                                        , nos outros casos

      (C.5) 

 Como ܞܗ܋ఋܢ೔
ሺ݇ଵ, ݇ଶሻ assume valores não-nulos quando |݇ଵെ݇ଶ| ൌ 1, então ൛ܢߜ௜,௞

ௗ א

বଷൟ não é uma seqüência branca. Nota-se que esse ruído tem sua intensidade aumentada à 

medida que se reduz o período de amostragem. 
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APÊNDICE D – SIMULAÇÃO DE ATITUDE 

Este apêndice descreve a obtenção de dados sintéticos utilizados em testes de 

estimadores nos capítulos 3, 4 e 5. O sistema de coordenadas Cartesianas (SCC) de referência 

(SR) adotado é o ECI (Earth Centered Inertial) (Wertz, 1978), que têm o eixo XR apontando 

na direção do Equinócio Vernal, o eixo ZR na direção do eixo de rotação da Terra e o eixo YR 

completando um sistema dextrógiro. Quanto ao SCC do corpo (SB), considera-se um sistema 

alinhado com os eixos principais de inércia do satélite (XB, YB e ZB).  

Movimento verdadeiro 

O movimento de translação simulado se dá ao longo de uma órbita Kepleriana cujos 

elementos orbitais são apresentados na Tabela D.1. Esses parâmetros correspondem à órbita 

nominal especificada para o satélite ITASAT.   

Tabela D.1 Elementos orbitais do movimento verdadeiro 1.  

Semi-eixo 
maior Excentricidade  Inclinação ARNA Argumento do 

perigeu 
Tempo de passagem 

pelo perigeu 
ܽ  ݁  ݅   ߗ ߱  ௢ܶ 

7128 ݇݉  0.001  25௢  െ40௢  12௢  0 

 

A Figura D.1 mostra um diagrama de blocos referente à simulação das equações de 

movimento de atitude. Conforme ilustrado, a equação de cinemática utiliza parametrização de 

atitude por quatérnio de rotação. A equação de dinâmica se refere a um satélite rígido com 

tensor de inércia (verdadeiro) representado em SB por औ௩ ൌ ݀݅ܽ݃ሺ6,5  6,5  8,0ሻ  ݇݃. ݉ଶ. Por 

simplicidade, não está sendo considerado o torque de controle, o que não implica em perda de 

generalidade. O torque de perturbação, ૌ୮, consiste na soma de 3 componentes: 1) torque de 

                                                            
1 O elemento descrito por ARNA se refere à ascensão reta do nó ascendente.  
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gradiente gravitacional; 2) torque magnético causado por um momento de dipolo residual de 

࢓ ൌ ሾ0,1  0,1  0,1ሿᇱ   ܣ. ݉ଶ; e 3) ruído Gaussiano com média nula e covariância ሺ1 ൈ

10ିଵଶሻ. ۷ଷ ሺܰ. ݉ሻଶ. Modelos para torque de gradiente gravitacional e torque magnético são 

encontrados em Wertz (1978). As equações de movimento de atitude são integradas usando o 

método Runge-Kutta de ordem 4 com passo de integração fixo de 0,001 ݏ.    

 

 

 

 

 

 

 

Figura D.1 Diagrama de blocos da simulação do movimento de atitude. 

Medidas do campo geomagnético 

O vetor indução magnética referente ao campo geomagnético numa determinada 

posição na órbita do satélite e no correspondente instante de tempo é simulado em SR 

utilizando-se o modelo WMM2005 (McLean et al., 2004) e conversões requeridas entre 

sistemas de coordenadas [para detalhes sobre conversões de coordenadas, vide Vallado 

(2004)]. Por simplicidade, esse vetor será freqüentemente referido como campo 

geomagnético. Conforme ilustra a Figura D.2, a soma do campo geomagnético representado 

em SB, ܊ҧ ଵ,௞, com o termo de distúrbio δ܊ଵ,௞ resulta nas medidas de campo geomagnético 

simuladas, ܊ଵ,௞. Modelos para o termo de distúrbio são especificados nos capítulos 3, 4 e 5. 

 

 

ૌ௣ 

Gradiente 
Gravitacional 

Magnetismo 
Residual 

Ruído 
Gaussiano 

+ 
૑ሶ ൌ औ௩ିଵ. ሾሺऔ௩. ૑ሻ ൈሿ. ૑ ൅ औ௩ିଵ. ૌ௣ 

Eq. de dinâmica 
ሶܙ ൌ ષ.  ܙ

Eq. de cinemática 

Torques de Perturbação 

૑  ܙ

Velocidade 
Angular Atitude 

૑଴  ଴ܙ
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Figura D.2 Diagrama de blocos da simulação das medidas de campo geomagnético. 

Medidas da direção do Sol 

A direção do Sol é simulada através de um modelo algébrico aproximado [dado em 

Wertz (1978), p. 141]. Esse modelo fornece a representação em SR do vetor unitário, ܛො, ao 

longo da linha que une o satélite ao centro do Sol. Esta representação, denotada por ܚଶ,௞, 

formada por esses componentes no instante ݐ௞, quando transformada para SB, resulta em ܊ҧ ଶ,௞, 

que se relaciona com os ângulos ߶ത௦,௞ e ߠҧ௦,௞ (ilustrados na Figura D.3) por 2,  

ҧ܊ ଶ,௞ ൌ ൦
൫߶ത௦,௞൯ݏ݋ܿ . ҧ௦,௞൯ߠ൫݊݁ݏ
൫߶ത௦,௞൯ݏ݋ܿ . ҧ௦,௞൯ߠ൫ݏ݋ܿ

൫߶ത௦,௞൯݊݁ݏ
൪           (D.1) 

ou, de forma inversa, por 3, 

ቈ
߶ത௦,௞

ҧ௦,௞ߠ
቉ ൌ ቈ

൫തܾଶ,ଷሺ݇ሻ൯݊݁ݏܽ
 ൫തܾଶ,ଵሺ݇ሻ/തܾଶ,ଶሺ݇ሻ൯݊ܽݐܽ

቉                   (D.2) 

 

 

 

                                                            
2 O sensor solar de 2 eixos fabricado pela Surrey Satellite Technology (SSTL, 2008) fornece medidas de ângulos 
de azimute e de elevação como os ilustrados na Figura D.3. 
ҧ܊ 3 ଶ,௞ ൌ ൣതܾଶ,ଵሺ݇ሻ  തܾଶ,ଶሺ݇ሻ  തܾଶ,ଷሺ݇ሻ൧ᇱ

 

ଵ,௞܊  
ҧ܊ ଵ,௞  

WMM 2005 
Posição  
Tempo  

x 

D(q) 
δ܊ଵ,௞

+
 ଵ,௞ܚ
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Figura D.3 Ângulos medidos pelo sensor solar. 

As medidas da direção do Sol, conforme ilustrado na Figura D.4, correspondem aos 

ângulos de azimute, ߠҧ௦,௞, e de elevação, ߶ത௦,௞. Modelos para o distúrbio de medida 

௦,௞൧ᇱߠߜ  ௦,௞߶ߜൣ
 são especificados nos capítulos 3, 4 e 5.  

 

 

 

 

Figura D.4 Diagrama de blocos da simulação das medidas da direção do Sol. 

Os estimadores estudados neste trabalho requerem, ao invés dos ângulos medidos, o 

vetor direção do Sol em SB, ܊ଶ,௞, obtido através de (D.1) substituindo-se ൣ߶ത௦,௞ ߠҧ௦,௞൧ᇱ
 por 

ൣ߶௦,௞ ߠ௦,௞൧ᇱ
. O correspondente termo de distúrbio, δ܊ଶ,௞, se relaciona de forma aproximada 

com ൣߜ߶௦,௞  ߠߜ௦,௞൧ᇱ
 através de, 

δ܊ଶ,௞ ؆ મ௞. ൤
௦,௞߶ߜ
௦,௞ߠߜ 

൨            (D.3) 

onde, 

ൣ߶ത௦,௞ ҧ௦,௞൧ᇱߠ
  

ൣ߶௦,௞ ௦,௞൧ᇱߠ
  

ҧ܊ ଶ,௞  Modelo da  
direção do Sol 

Tempo  x 

D(q) ൣߜ߶௦,௞  ߠߜ௦,௞൧ᇱ
  

+ 
 .ଶ,௞ Eqܚ

(D.2) 

Satélite 

Sensor 

l

Direção 
do Sol

 Projeção X-Y da 
direção do Sol 

 

 

ܺ௦
SS

ܼ௦

ௌܻ

߶ത௦,௞ 

 ҧ௦,௞ߠ
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મ௞ ൌ ൦
െ݊݅ݏ൫߶௦,௞൯. ௦,௞൯ߠ൫݊݅ݏ .൫߶௦,௞൯ݏ݋ܿ ௦,௞൯ߠ൫ݏ݋ܿ
െ݊݅ݏ൫߶௦,௞൯. ௦,௞൯ߠ൫ݏ݋ܿ െܿݏ݋൫߶௦,௞൯. ௦,௞൯ߠ൫݊݅ݏ

൫߶௦,௞൯ݏ݋ܿ 0
൪       (D.4) 

Prova. Utilizando (D.1), obtém-se a medida com distúrbio, ܊ଶ,௞, a partir de ߶௦,௞ e ߠ௦,௞, ou 

seja, 

ଶ,௞܊ ൌ ൦
൫߶௦,௞൯ݏ݋ܿ . ௦,௞൯ߠ൫݊݅ݏ
൫߶௦,௞൯ݏ݋ܿ . ௦,௞൯ߠ൫ݏ݋ܿ

൫߶௦,௞൯݊݅ݏ
൪ ൌ ൦

൫߶ത௦,௞ݏ݋ܿ ൅ ௦,௞൯߶ߜ . ௦,௞൯ߠߜҧ௦,௞൅ߠ൫݊݅ݏ
൫߶ത௦,௞ݏ݋ܿ ൅ ௦,௞൯߶ߜ . ҧ௦,௞ߠ൫ݏ݋ܿ ൅ ௦,௞൯ߠߜ 

൫߶ത௦,௞݊݅ݏ ൅ ௦,௞൯߶ߜ
൪     (D.5) 

Usando as identidades trigonométricas, 

ሺܽ݊݅ݏ ൅ ܾሻ ൌ .ሺܽሻ݊݅ݏ ሺܾሻݏ݋ܿ ൅ .ሺܾሻ݊݅ݏ     ሺܽሻݏ݋ܿ

ሺܽݏ݋ܿ ൅ ܾሻ ൌ .ሺܽሻݏ݋ܿ ሺܾሻݏ݋ܿ െ .ሺܽሻ݊݅ݏ     ሺܾሻ݊݅ݏ

e considerando ߜ߶௦,௞ e  ߠߜ௦,௞ pequenos o suficiente para que seus produtos sejam 

negligenciados e as aproximações ݊݅ݏ൫ߜ߶௦,௞൯ ؆ ௦,௞൯ߠߜ ൫݊݅ݏ ,௦,௞߶ߜ ؆ ௦,௞൯߶ߜ൫ݏ݋ܿ ,௦,௞ߠߜ  ؆ 1 

e ܿݏ݋൫ ߠߜ௦,௞൯ ؆ 1 possam ser adotadas, então (D.5) é aproximada por, 

ଶ,௞܊ ؆ ҧ܊ ଶ,௞ ൅ δ܊ଶ,௞             (D.6) 

onde ܊ҧ ଶ,௞ é dado por (D.1) e, 

δ܊ଶ,௞ ൌ મഥ௞. ൤
௦,௞߶ߜ
௦,௞ߠߜ 

൨            (D.7) 

onde મഥ௞ é obtida de (D.4) substituindo-se ߶௦,௞ e ߠ௦,௞ por ߶ത௦,௞ e ߠҧ௦,௞, respectivamente. No 

entanto, como os ângulos verdadeiros, ߶ത௦,௞ e ߠҧ௦,௞, são desconhecidos, utilizando-se os ângulos 

medidos, ߶௦,௞ e ߠ௦,௞, em seus lugares, obtém-se a aproximação dada em (D.3).  ⁫ 
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