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X.1. Modelo em Espaco de Estados

X.1.1. Detini¢coes

Vetor Variavel de Estado:

Seja um sistema dinAmico com entrada u(t) € R" e saida y(t) € R™,
em que t > 0 é um instante de tempo continuo:

u(t) y(t)

—» Sistema —

x(t)

O vetor variavel de estado x(t) € R™ ¢é tal que o seu conhecimento no
instante ty, X(tg), juntamente com o conhecimento da entrada #(t) em
t € [ty, t], descreve completamente o comportamento dindmico do sis-
tema em qualquer instante £ > to-



X.1. Modelo em Espaco de Estados

Variaveis de Estado:

Sao os componentes X1, X,..., X, do vetor variavel de estado:

X = [x1 Xy .. Xn]T

Estado:

O estado de um sistema num instante £ qualquer ¢ o valor do vetor varia-
vel de estado nesse instante, x ().

Espaco de Estados:

/
E o espago Euclidiano R"™, cujos elementos sdo possiveis estados do siste-

ma.



X.1. Modelo em Espaco de Estados

Modelo em Espaco de Estados:
Nao Linear e Variante no Tempo:

E composto de uma equacao de estado, que compreende 1 equagoes

diferenciais de primeira ordem:

x(t) = f(x(@),u(®),t) (1)

e de uma equagao de saida, formada por ™M equagoes algebricas:
y(t) = g(x(t),u(t),t) (2)

onde x(t) E R™", u(t) e R", y(t) e R™ f:R* X R"XR - R"e
g:R* X R" X R - R™,



X.1. Modelo em Espaco de Estados

[inear e Variante no Tempo:

Considerando que as fungdes [ e g em (1)-(2) sejam lineares em x(t) e

u(t), aquele modelo pode ser reescrito como:
x(t) = A()x(t) + B(t)u(t) (3)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (4)

em que A(t) € R™™ ¢ a matriz de estado, B(t) € R™™" é a matriz
de entrada, C(t) € R™*™ & a matriz de saida, D(t) € R™*" ¢ ama-

triz de transmissao direta.



X.1. Modelo em Espaco de Estados

Linear e Invariante no Tempo:

Considerando que as matrizes A(t), B(t), C(t) e D(t) em (3)-(4) sejam

constantes, aquele modelo pode ser reescrito como:
x = Ax + Bu (5)

y=Cx+ Du (6)

OBS: A notagao de tempo nas variaveis X, Y e U foi e sera daqui em diante
omitida por simplicidade.



X.1. Modelo em Espaco de Estados

As equagoes (5)-(6) podem ser reescritas componente a componente:

X’l aq1 - A1l X1 bll bl’l‘ Uuq
_).Cn_ anl “en ann xn bnl anr_ u»r-
D e L S

£ x 2 A £ x = = U
Y1 C11 Cin ] [X1 dq1 dir | [U1
Ym Cm1 Cmnl LXn dnl dnr Uy
- o
=y £ C £ x 2 D N



X.1. Modelo em Espaco de Estados

X.1.2. Linearizacao

Seja 0 modelo em espaco de estados, nio linear:
x(t) = f(x(@),u®),t)
y(t) = g(x(®), u(t), t)

O correspondente modelo linearizado pelo metodo da serie deTaylor, em
torno da referéncia x(t) = X(t), ¢ dado por

ox =V, f(x,u)dx + V,f(x,u)du
Sy =V,g(c, u)éx + V,,g(x,u)du



X.1. Modelo em Espaco de Estados

onde Sx £ x — X, 8y 2y—y,0usu—1u, y=gFurt),ué

tal que 0 = f (X,1,t) e as matrizes Jacobianas sio dadas por:
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X.1. Modelo em Espaco de Estados

X.1.3. Exemplos de Modelagem

Levitador Magnético:

[
6
R L v< Amplificador

Bobina Magnética

Esfera de Aco

mg

Sensor

A )




X.1. Modelo em Espaco de Estados

Satélite Rl'gido — Movimento de Atitude:

Zy

Satélite




X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

X.2.1. Equagao Homogeénea
Seja a equagao de estado homogénea (U = 0) de um sistema LIT:
x = Ax (7)
onde x € R" e A € R™™.
Enfoque Classico:

Suponha uma solugao para (7) em forma de serie infinita de poténcias de

t:

x(t) = by + byt + byt? + -+ btk + - (8)



X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

Substituindo (8) em (7), vem:

by + 2b,t + 3bst? + 4bt3 + - + kbt + -

= Aby + Abyt + Abyt? + -+ + Abyt* + -+ )
Igualando os coeficientes de mesma poténcia em t de ambos os lados de (9),
obtemos:
b1 = Abo
1 2
bz — EAbl — EA bo
1 1 (10)
_ = _ 3
bs = 3Alf2 3x 2 D
1
bk — EAkbO



X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

Adicionalmente, substituindo t = 0 em (8), obtemos:
by = x(0) (11)

Usando (10) e (11), podemos reescrever a solugao X (t) em (8) como:

1 1
x() = x(0) + Ax(0)t + — AZx(0)t? + -+ + 5 AFx(0) " + -

x(t) = (1 + At +%(At)2 + .- +%(At)" + ---)x(O)
J

|

4 oAl

x(t) = e4t x(0) (12)



X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

Matriz deTransicao de Estado:
E definida por
O(t) £ et (13)

¢ tem as seguintes propriedades:

1.9(0) =1

2. d71(t) = d(—t)

3. 0(ty + ty) = () D(¢2)

4. O(t)D(tz) = D (t2)P ()

5.0 (t) = d(nt)

6. D(t; —tg) = P(t; — t1)P(t; — tp)



X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

Enfoque daTransformada de Laplace:

Aplicando a TL em (7), obtemos:
sX(s) —x(0) = AX(s)
(sl —A)X(s) = x(0)
X(s) = (sI —A)~1x(0)

Logo, a solugao x(t) fica:

x(t) = L7H(sI — A)~1}x(0) (14)



X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

De (12), (13) e (14), constata-se que a matriz de transi¢ao de estado ¢

tambem dada por:

®(t) = L7H(sI — A~} (15)



X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

X.2.2. Equagao Nao Homogénea
Seja a equagao de estado nao homogénea de um sistema LIT:
x = Ax + Bu (16)
ondex ER" u€R", 4 € R™eB e R™T,
Enfoque Classico:
De (16),

x(t) — Ax(t) = Bu(t) (17)



X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

Multiplicando (17) a esquerda por e 4t vem:

e~ At (x(t) — Ax(t)) = e~ 4t Bu(t) (18)

Notamos, no entanto, que

d A At A —At
a[e Aty (t)] = e 4t x(t) — Ae 4t x(t)

que, por vez, corresponde ao primeiro termo de (18). Pode-se, entao,

reescrever (18) na forma

d
o [e 4 x(t)] = e 4 Bu(t) (19)



X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

Integrando (19) de £y a t, obtemos:

t
e Atx(t) — e Aox(ty) = j e A "Bu(t)dr
Lo

ou

t
x(t) = e4lt—to)x(t,) +f eAt=DBy(r)dr  (20)
Lo



X.2. Solucao de Equagdes de Estado LIT

Enfoque daTransformada de Laplace:
Aplicando aTL em (16), vem:
sX(s)- x(0) = AX(s) + BU(s)
(s —A)X(s) = x(0) + BU(s) (21)
Multiplicando (21) & esquerda por (sI — A)™*, temos:
X(s)=(sI—A)x(0)+ (sI —A)BU(s) (22)

Por fim, aplicando aTL inversa em (22), obtemos:

t
x(t) = e4tx(0) +f e A=) By (1)dt (23)
0



X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

X.3.1. Autovetores, Autovalores e Equacao Caracteristica

Autovetores e Autovalores:

Um autovetor ¥ € R™ de uma matriz A € R™™ & um vetor nio nulo

que quando pré-multiplicado por A, resulta num vetor paralelo a v, i.e.,
Av = Av (24)

onde A € R é o autovalor de 4 correspondente a V.



X.3. Resultados Uteis da A]gebra de Matrizes

Equacao Caracteristica:
Da equacio (24), vem
Av—Av =0
(Al —-A)v=0 (25)

Para v # 0, a equagao (25) se verifica se e somente se

det(Al —A4) =0 (26)

Essa ultima equagdo (polinémial) de grau 71 na variavel em A ¢ a

chamada equacdo caracteristica de 4.



X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

X.3.2. Relagao entre Modelo em Espago de Estados e FT

Seja um sistema LIT modelado pelo seguinte modelo em espago de esta-

dos:
x = Ax + Bu (27)
y =Cx + Du (28)

Considerando condicdes iniciais nulas, X(0) = 0, e tomando aTL de

(27) e (28), obtemos:

sX(s) = AX(s) + BU(s) (29)
Y(s) =CX(s) + DU(s) (30)



X.3. Resultados Uteis da A]gebra de Matrizes

Isolando X (S) em (29) e substituindo-o em (30), obtemos:
Y(s) = (C(sI —A)™1B+D)U(s)
donde se identifica a funcao de transferéncia do sistema como sendo

G(s)=C(sI—A)B+D

ou ainda

CAdj(sI — A)B + det(s] —A) D
) = ] det(sl — A) &0




X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

Por inspegao de (31), obtemos a equacio caracteristica de G (S):
det(s] —A) =0 (32)
cuja solucdo, sabemos, sao os polos de G (S).

Comparando (32) e (26), concluimos que

Os polos de um sistema LIT correspondem aos autovalores de sua

matriz de estado A.



X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

X.3.3.Teorema de Cayley—Hamilton
Teorema de Cayley-Hamilton:

Estabece que uma matriz A € R™ ™ satisfaz a sua propria equacio cara-

cteristica. Matematicamente, seja o polindomio caracteristico de A:
A(A) = det(AI — A) — /Tn + an_l}{n_l + o+ alll + ao.
O teorema estabelece que

A(A) é ATL + an_lAn_l + + alA + aol — O

Prova: vide livro (OGATA, 1993).



X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

Teorema Sobre Polinomio de Matriz:

Seja uma matriz A € R™™ ¢ um polinomio qualquer dessa matriz,

p(A),degraun+i,i EZ,:
P(A) = BrriA™ + Byt AT 4+ B1A+ Bol

Usando o Teorema de Cayley-Hamilton, pode-se provar que o polinomio

p(A) pode ser reescrito como

p(A) —_ an_lAn_l + an_zAn_z + + a]_A + 0(01 (33)

Prova: vide livro (OGATA, 1993).



X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

X.3.4. Diagonalizagao

Seja A € R™"™ uma matriz real em que a soma das multiplicidades geo-
metricas de seus autovalores seja igual a 11. Nesse caso, sabe-se que ¢
possivel reescrever A na forma:

A=TAT™! (34)
onde
T2[V1 .. Uy (Autovetores de A)
1, 0 0
A0 - 0 (Autovalores de A)
0 0 An_

Dizemos entao que Aé diagonalizével.



X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

X.3.5. Calculo de Exponencial Matricial

Essa segao dedica-se ao calculo da exponencial matricial:
At ! 2 ! k
e éI+At+E(At) +---+F(At) + -+ (35)

Metodo 1 (Transformada Inversa de Laplace):

Da equagao (15), sabe-se que a exponencial matricial et pode ser
calculada pela seguinte transformada inversa de Laplace:

edt = L7 (s] — A)~1} (36)



X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes
Meéetodo 2 (Diagonalizagio):

Seja A € R™™ uma matriz real diagonalizavel. Neste caso, pode-se

calcular a exponencial matricial por:

edt = TeAtT~1 (37)
onde
T2([ve .. Vn (Autovetores de A)
1, 0 0
A&2|O0 0 (Autovalores de A)
0 0 Ay




X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

Meétodo 3 (Interpolagéo de Sylvester):

Seja A € R™™™ uma matriz real com autovalores distintos Ay, 45,..., 4,,.
Da equagao (33), sabemos que a exponencial matricial et pode ser
escrita na forma:

et =, (DA T+ a, ,(DA 2 + -+ a (A + ay(t)] (38)
Pode-se mostrar que, neste caso (autovalores distintos),
eMt = a1 (A" + a2 (D" + -+ (DA + (1) 639)

paral = 1,2,...,n.



X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

Portanto,

pode-se calcular os coeficientes @;, paral = 1,2, ..., n, através das n

equagoes algebricas em (39) e, em seguida, calcular et

(38).

usando a equagao

Este método pode ser estendido para o caso em que A contém autovalores

com multiplicidades algebricas maiores do que 1.Vide Segao 11.5 do livro

(OGATA, 1993).



X.3. Resultados Uteis da A]gebra de Matrizes

X.3.6. Mudanca de Coordenadas
Seja um sistema LIT modelado por:

x = Ax + Bu (40)
y=Cx+Du (41)

Considere a seguinte mudanga de coordenadas do vetor variavel de esta-

do:
x =Pz (42)

onde P € R™™ ¢ a matriz de transformagio nao singular e z € R™ ¢ o

vetor variavel de estado no novo sistema de coordenadas.



X.3. Resultados Uteis da A]gebra de Matrizes

O modelo em espago de estados no novo sistema de coordenadas ¢ obtido

substituindo (42) em (40)-(41):

Pz = APz + Bu (43)
vy =CPz+ Du (44)
ou
z=P 1APz + P 1Bu (45)
vy =CPz+ Du (46)

Essa operagao ¢ frequentemente chamada de transformacao de similar-

dade.



X.3. Resultados Uteis da Algebra de Matrizes

Invariancia de Propriedadesz

A equagao caracteristica do sistema transtormado ¢ dada por:
det(Al — P71AP) =0
det(P~1) det(Al — A) det(P) = 0 (47)
Como P ¢ ndo singular, det(P) # 0 e det(P~1) # 0. Logo, a equagao
(47) implica em
det(Al —A4) =0 (48)

Portanto, como as equagoes caracteristicas de A e P™1AP sio iguais,

pode—se afirmar que os seus autovalores e autovetores também sao iguais.



X.3. Resultados Uteis da A]gebra de Matrizes

Por outro lado, usando (31), a FT do sistema transtormado pode ser

escrita como:
G,(s) = CP(sl — P 'AP)"'P7'B+D
G,(s) = CP[P~1(sI — AP *P71B+D
G,(s) = CPPY(sI — A)] " tPP71B+D

G,(s) = C[(s] — A)]"B + D = G(s) (49)



X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

Definicao:

Seja um sistema SISO LIT modelado por:

Sm + bm_lsm_l + °ec + b]_S + bo

G(s) =
(s) s"+a,_1s"1+-+a;s+ag

(50)

Uma realizacio (4, B, C, D) de G(S) consiste nas matrizes que parame-
trizam uma representacao em espaco de estados que descreve as mesmas

dindmicas que G (S).



X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

Comentarios:

I. Considera-se aqui que & (S) seja estritamente propria (m < n), o

que implicaem D = 0;

2. Ha infinitas possibilidades de realizacio de uma mesma FT G (S) (pois
a partir de uma, posso obter infinitas outras por transformagao de

similaridade; vide Secao X.3.6)



X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

X.4.1. Forma Canonica Controlavel

Seja a representagao de G(S) em (50) no seguinte diagrama de blocos:

U(s) 1 Y(s)
— o S+ by s™ 4o+ bis+ by
s"+a, s 4+ ags+ag (‘ m-t ! 0
Do diagrama, obtemos: 0(s)
Q(s) _ 1

U(s) s"+a, (s 1+-+a;s+a

que, no dominio do tempo, corresponde a

4™ +an gV 4+ gt ag=u )



X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

Definindo as variaveis de estado

x, & qn1)

obtém-se de (51) as seguintes equacoes de estado:

561 — xz
3.6'2 — x3
(52)
Xn—1 = Xp

Xp = —QgX{ — A1 Xy — *** — Ap_1Xny T U



X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

Do diagrama anterior, obtemos ainda:

Y(S) — Sm + b _1Sm_1 + + b15 + bO
Q(s) "

que, no dominio do tempo, resulta em
y=q"™ +by1q™ D+t big+bog  (53)

Usando as variaveis de estado X1, X5,..., X;;, obtemos de (53) a seguinte

equagao de saida:

y — xm+1 + bm_lxm + .-+ ble + b0x1 (54—)



X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

Conclui-se que as equagoes (52) e (54) correspondem a realizagao

(A,B,C,D) de G(S) em que

0 1 0 0 0 ]
0 0 1 0 0
A= . . : : : B2 | :
0 0 0 - 1 0 (55)
| —ap —ayp —az -+ —Qp-1 i 1 |
C = bo I bm-1 1 le(n—m—l} ] D20

Essa realizacao € a chamada forma canonica controlavel (FCC),



X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

X.4.2. Forma Canonica Observavel

Seja (4, B, C, D) arealizagio FCC de G (S). O modelo em espago de
estados (AT, C T, B T, DT) consiste também numa realizacio de G(S). A

essa ultima realizacao, damos o nome de forma canonica observavel (FCO),

Para verificar a afirmacdo acima, seja G (s) a funcio de transferéncia
correspondente a (AT, cT BT, DT). Da Segao X.3.2, sabemos que

G(s) = BT(sI — A7) " CT.
Como G (s) é escalar,

G(s)=G(S)T =C(sI —A) 1B =G(s)



X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

Denote agora a realizacio FCO por (4, B, C, D). Neste caso, de (55) e
do slide anterior, concluimos que:

] - bo |
0 0 0 —ag by
1 0 0 —
AL 0 1 0 —a2 B2 .
: bm-l (56)
: 1
_ 0 0 1 —an— On—m—1




X.4. Realizagdes no Espaco de Estados
X.4.3. Forma Canonica Diagonal

Considerando que G (s) tenha polos distintos S1, Sp,..., Sy, sua decom-
posi¢ao em fragoes parciais fica

k k k
G(s)=——+—2— 4+ —"
S—S; S—5, S—S,

(57)

Seja a representacdo de G (S) em (57) pelo seguinte diagrama de blocos:




X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

X1(5)
> kl

X, (5)

U(s) 15=5 Lz Y (s)

S — S

. Xn(:?)

. |k
S — Sy, n

Do diagrama, obtemos as seguintes variaveis de estado:

US) v 92 YS) g (9 YO

X.(s) £
1(5) S — 51 S — S, S — Sy




X.4. Realizagdes no Espaco de Estados
que, no dominio do tempo, corresponde a

X1 =S1xX1+u

.72,'2 —_ Szxz +u (58)

Xp = SpXnp +U

Do diagrama anterior, obtemos ainda a equacao de saida
Y(S) — k]_Xl(S) + kzXz (S) + oo 4+ ann(S)

que, no dominio do tempo, corresponde a

Yy = k1x1 + kzxz + -4 knxn (59)



X.4. Realizagdes no Espaco de Estados

As equagdes (58) e (59) correspondem a realizagao (4, B, C,D) de G(s),

emque
"5 0 0 " }
0 59 0
AL | B2
0 0 - s 1 (60)
| . -1-
CE[ ki ko -+ ky | D£0

Essa realizacao ¢ a chamada forma canonica diagonal (FCD).



X.5. Controlabilidade

Modelo do Sistema:

Seja um sistema LIT modelado por:

x = Ax + Bu

61
y=Cx+Du oD

ondex ER"  u€eR", yeR™ AeR™ BeR™ (CeR™"
D € R™*T,



X.5. Controlabilidade

Definicao (Controlabilidade de um Ponto):

O estado inicial x(0) = X do sistema modelado por (61) ¢ dito contro-
lavel se existe um sinal de entrada u(t), t € [0, t{], limitado, que leva o
estado do sistema para um ponto arbitrario x(t;) = x; num periodo de

tempo finito t;.

A plano x

\/_\42(1

t € [0,t]




X.5. Controlabilidade

Definicao (Completamente Controle’wel):

Se todos os estados iniciais possiveis Xg € R™ do sistema modelado por
(61) forem controlaveis, entao o sistema em questao ¢ dito ser
completamente controlavel.

Note que e razoavel imaginar neste ponto que caso o sistema nao seja
completamente controlavel, nao sera possivel projetar um controlador
para controlar todas as suas variaveis de estado de forma que o vetor
variavel de estado transite de um ponto arbitrario para outro ponto
arbitrario do plano X.



X.5. Controlabilidade

Teorema (Condigéo de Controlabilidade):

Para que o sistema modelado por (61) seja completamente controlavel, ¢

necessario e suficiente que a matriz de controlabilidade
C 2B AB A*B ... A" 1B] (62)

tenha posto igual an.

Prova: p.49 de [K. FURUTA; A. SANO; D. ATHERTON; State Variable
Methods in Automatic Control. John Wiley & Sons, 1988.]



X.6. Observabilidade

Seja um sistema LIT modelado por:

x = Ax + Bu
y=Cx+Du

(63)

ondex ER" ' ueR" yeR™ A e R™ BeR™ (CeR™"
D € R™*"



X.6. Observabilidade

Definicao (Observabilidade de um Ponto):

O estado inicial x(0) = x do sistema modelado por (63) ¢ dito obser-
vavel se, conhecendo-se o sinal de saida y(t),Vt € [0, t{] e o sinal de
entrada u(t), vt € [0, t,], para tq finito, for possivel determinar X.

A plano x

\/\3




X.6. Observabilidade

Definicao (Completamente Observével):

Se todos os estados iniciais possiveis Xg € R™ do sistema modelado por
(63) forem observaveis, entao o sistema em questao ¢ dito ser

completamente observavel.

Note que é razoavel imaginar neste ponto que caso o sistema nao seja
/ ~ / / o (45 )
completamente observavel, nao sera possivel projetar um “observador

para estimar todas as suas variaveis de estado.



X.6. Observabilidade

Teorema (Condigéo de Observabilidade):

Para que o sistema modelado por (63) seja completamente observavel, ¢
necessario e suficiente que a matriz de observabilidade
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tenha posto igual an.

Prova: p. 51 de [K. FURUTA;A. SANO; D. ATHERTON; State Variable
Methods in Automatic Control. John Wiley & Sons, 1988.].
Alternativamente, vide exercicio resolvido A-11-20 de (OGATA,1993).
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