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XI.1. Projeto de Controlador Regulador

XI.1.1. Detini¢ao do Problema

Planta:

Seja um sistema LIT SISO modelado por
x = Ax + Bu (1)

onde X € R™ ¢ o vetor variavel de estado, U € R ¢ a entrada (variavel

Rnxn

de manipulacdo), A € ¢ a matriz de estado e B € R™ ¢ a matriz

de entrada. Considere que as matrizes AeB sejam conhecidas,



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Problema:

Considere que o estado X do sistema (1) seja conhecido (mensuravel).

Seja entao a seguinte lei de controle linear por realimentacao de estados:

u = —Kx (2)
onde

K 2 [k ky ..k,] € R

€ a matriz de realimentacao de estados.



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

O problema consiste em obter K que faca com que o sistema em malha
fechada resultante do uso de (2) em (1) tenha seus polos alocados em

posi¢oes desejadas

Sc1,5¢2,5¢3s 1 Sen (3)
do plano complexo.
I Im(s)
Sc1
Sc3 X
X
Ses o 0 Re(s)
Sca X
Sc2




XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Comentarios:

1. A estrutura da malha de controle resultante é:

0o -+ X
() u Planta

\ 4

v

‘ I
7~




XI.1. Projeto de Controlador Regulador

2. Paran = 3, aespecificagao de S¢1, Sz, Sc3 pode ser feita de forma a
atender M), () e t,,({, wy), bastando escolher, por exemplo, S¢; e

S¢2 de acordo com a figura

Set T Im(S)
X. @ .
. k| coso =t
Ses —Cwni O] Re(s)
Sc2

e Sc3 real tal que

|Sc3| = 1O|Re(scl)|



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

XI.1.2. Solu¢ao do Problema

Modelo do Sistema em Malha Fechada:

Substituindo (2) em (1), obtemos o modelo do sistema cm malha fechada:

x = Ax + B(—Kx),
X = AMFx (4)

onde Ayp = A — BK é a matriz de estado do sistema em malha fechada.



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Polos de Malha Fechada:

Sabemos que os polos S1, Sy,..., S, do sistema em malha fechada sao dados

ela solucao da seguinte equacao caracteristica:
P ¢ g quag

AMF(S) — det(SI — A+ BK) =0 ()



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Ideia da Solucao:

De (3) e (5), conclui-se que a matriz de realimentacao
K=k ky ...k,]

deve ser escolhida de forma que

App(s) = Aq(s) (6)

onde Ag(s) éo polinomio caracteristico desejado, dado por:
Ad(s) = (S _ Scl)(S _ SCZ) (S T Scn) (7)

=s"+ ST+t astay ()



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Lema:

Seja uma realizagdo completamente controlavel (4, B) e o correspondente

polin@mio caracteristico:
Apa(s) 2 det(sl —A) =s"+a,,_1s" 1+ -+ a;s + ag

A mudanca de coordenadas X = Pz, com P = CW , onde

(1 az + Upy1 1
C=[B AB .. A" 'B], as a3 --- 1 0
W é . : & . -
-1 1 0 0
10 0 0




XI.1. Projeto de Controlador Regulador

... leva a realizacao

7 =P 1APz 4+ P~ 1Bu (9)
e a lei de controle
u=—KPz (10)
cm que
[0 1 0 0 [0 ]
0 0 1 0 0
ptapA | o ppa| .| (D
0 0 0 1 0
| —4p —ap —az -0 —Qp—1 | _ 1 -

(esta € a Forma Canonica Controlavell)

Prova: vide exercicio resolvido A-12-3 de (OGATA, 1993).



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Teorema:

A condigao necessaria e suficiente para a cxistcncia ¢ unicidade de solugao
K=k ky ...k,]
para a equagao (6) € que o par (4, B) seja completamente controlavel.

Prova:

Como (A4, B) é completamente controlavel, consideremos a mudanga de
coordenadas X = PZ do lema anterior. Nesse caso, substituindo (10) em

(9), obtemos o modelo do sistema em malha fechada:

Z = \(P‘lAP — P‘1BKP)}z. (12)

Y




XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Detina
K 2KP 2[5 6; ... 0,_1] € RX" (13)
Substituindo (13) e (11) em (12), a matriz de estado Ay fica
0 1 0 - 0 o
0 0 1 0 0
Ave=| e P R
0 0 0 1 1
| —@p —41 —az —an—1 | .
- 0 1 0 0 |
0 0 1 0
W Apmr = (14)
0 0 0 1
- —ap — dp —ay —0; —az — 0Oy —Qp_1 — Op_1




XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Por outro lado, do polinémio caracteristico desejado (dado)

Aq(s) £ (s —5c1)(s —Sc2) . (S — 5cp)

=s"+a, sV + -+ ags +

obtemos a matriz de estado descjada Aq na FCC, i.e.,

0 1 0 0
0 0 1 0
Aa=1 : : E E (15)
0 0 0 1
T p —ap —Gp —Qp—1



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Comparando (14) e (15), obtemos
0p = g — Ao

0 = ay —aq

Por fim, de (13), obtemos a matriz de ganho K:

K = [ao - ao, a1 - al, ...,an_l - an_l]P_l (16)

desde que P ~1 exista, que por vez exige que (4, B) seja completamente

controlavel, provando assim o teorema. @



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Métodos de Projeto:

Em seguida, apresentamos dois métodos alternativos que poderemos seguir
para projetar um controlador regulador, como o da equagao (2). Esses meto-
dos se baseiam, respectivamente, na prova do teorema do slide 13 e na ideia

da alocagao de polos expressa pela equagao (6).



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Meéetodo 1:

Modelo da Planta Especificagoes
(4, B) Sc1,Sc2r =1 Scen

1. Verifique se a realizacdo (4, B) é completamente controlavel.

2. Calcule a matriz P = CW de mudanca de coordenadas que
transforma (4, B) paraa FCC (P~*AP,P™'B).

'Se (A, B) ja estiver na FCC, entao P = I.



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

3. Obtenha os coeficientes g, A4, ..., Ay—1 do polinomio caracteristico

de malha aberta:

Apva(s) 2 det(sl —4A) =s"+a,_s" 1+ +a;s +qg

4. Obtenha os coeficientes &y, A4, ..., @y—1 do polinomio caracteristico

desejado:
Ag(s) £ (s — S¢q) - (s — Scn)
=s"+a, 1"+t ags + aq
5. Finalmente, calcule o ganho de realimentagao:

_ —l
K=lay—ayga;—aq, ., a1 —an_1|P



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

Meéetodo 2:

Modelo da Planta Especificagoes
(4, B) Sc1,Sc2r =1 Scen

1. Verifique se a realizacdo (4, B) é completamente controlavel.

2. Obtenha o polinémio caracteristico desejado:

Ag(s) £ (s —5¢1) .. (5 — Scp)

=s"+a,_ 1"+t ags + aq



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

3. Obtenha o polindmio caracteristico de malha fechada em fungao dos

elementos de K = |kq, ko, ..., k]
AMF(S) — det(SI — A+ BK)
= 5"+ Bt (K)s™ " + -+ B1(K)s + o (K)

4. Calcule os ganhos kq, kj, ..., ky resolvendo o seguinte sistema de n
equagoes algebricas lineares:
ayg = Po(K)

a; = B1(K)

Xn-1 z.ﬂn—l(K) O



XI.1. Projeto de Controlador Regulador

XI.1.3. Exemplo

Servomecanismo de Posigéo Angular

Seja um servomecanismo de posi¢ao angular modelado por

0(s) 2
T(s) s(s+1)

G(s) £

onde ©(s) ¢ aTL do sinal de angulo e T(S) ¢ aTL do torque do motor.

Projete um regulador u=-—Kx para controlar as variaveis de estado

X1 = 0 e xy £ 0 do sistema em questdo. A especificacio de desempenho

consiste em alocar os polos de MF em S.; = S.p = —3.



XI.2. Projeto de Observador de Estados

XI.2.1. Detini¢ao do Problema

Planta:

Seja um sistema LIT SISO modelado por
x = Ax + Bu (17)
y = Cx (18)

onde X € R™ ¢ o vetor variavel de estado, U € R ¢ a entrada (variavel
de manipulagio), A € R™ ™ ¢ a matriz de estado, B € R" é a matriz
de entrada e C € R ¢ a matriz de saida. Considere que 4, B e C sejam

conhecidas.



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Estrutura do Observador:

Denote uma estimativa do estado x € R™ de (17)-(18) por X € R™.
Considere um observador (ou estimador) de estados linear com a
seguinte estrutura:

X=A% + Bu+L(y — 9) (19)
onde )y £ CX e
l1
L2]|:]eR?
_ln_

€ a matriz de ganhos do observador.

Note que o observador em (19) estima o estado do sistema mediante

uma fusao entre o modelo desse sistema e medidas da sua saida.



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Dinamica do Erro de Estimacao:

Defina o erro de estimagio X € R™ de x € R por
X2x—2% (20)

Derivando (20) e usando as equagées (17),(18) e (19), chegamos ao se-

guinte modelo dinamico do erro de estimagao

X = A% (21)
onde A £ A — LC é a matriz de estado da dindmica do erro de estima-
Cao.
Note que se os autovalores de A estiverem todos no semiplano comple-

xo da esquerda, entao X = 0, o que equivale a X — x.



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Problema:

O problema consiste em obter L = [l4, l,, ..., L]' e R® que faga com
que o modelo dinamico do erro de estimagao do observador, i.e., equa-

¢ao (21), tenha seus polos alocados nas posi¢oes desejadas, denotadas por

S01:502,503) ) Son (22)
[ Im(s)
So1
X
:9\03 X 0 Iie(s)
So2




XI.2. Projeto de Observador de Estados

Comentarios:

I Em diagrama de blocos, o observador fica assim posicionado:

Computador

v

»  Planta

Modelo da Planta: X = Ax + Bu
y =Cx

Equagao do observador: X = AX + Bu + Lly—9y) (23)



XI.2. Projeto de Observador de Estados

2. O observador linear em (23), com o ganho L projetado conforme es-
tabelecido pelo problema definido no slide 26 ¢ conhecido como
Observador de Luenberger I

'O observador de Luenberger e frequentemente chamado simplesmente de observador

de estados.



XI.2. Projeto de Observador de Estados

XI1.2.2. Solu¢ao do Problema

Modelo da Dinamica do Erro de Estimacao:

A equagao (21), que modela a dinamica do erro de estimagao, ¢ repetida

em seguida:

X = A% (21)

onde Ag = A — LC. O correspondente polindmio caracteristico, cha-
mado de polinomio caracteristico da dinamica do erro de estimagao, ¢

definido por
Ao(s) 2 det(s]l — A+ LC) (24)



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Especificagﬁesz

Da defini¢ao do problema no slide 26, conclui-se que o polinomio carac-

teristico correspondente aos polos desejados Sy1, Sp2,..., Son ¢ dado

por:
Ad(s) 2 (s— 501)(5 — 502) (5= Son)
que pode ser posto alternativamente na forma

Ag(s) 2s"+ay_ s+ +a;sta, (25



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Ideia da Solucao:

A matriz de ganhos do observador
_ll_
L2]|:]leR"?

_ln_

deve ser escolhida tal que

Ae(s) = Aq(s) (26)
onde

Ao (S): Polinémio caracteristico da dinAmica do erro de estimacio, (24).

A4(s): Polindmio caracteristico desejado, (25).



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Lema:

Seja uma realizagdo completamente observavel (4, B, C') e o correspon-

dente polinomio caracteristico:
Apa(s) 2 det(sl —A) =s"+a,,_1s" 1+ -+ a;s + ag

A mudanca de coordenadas X = QZz, com Q = (WO)~ 1, onde

- (11 0 I e |
¢ (19 sz - 1 0
C.14 W é . . .

[—

=

=

I

—

[T S
-

=

n-1
LA™ 1 o .- 0 0



XI.2. Projeto de Observador de Estados

... leva a realizacao

Z = Q_lAQZ ~+ Q‘lBu (27)
y=C(C0Qz (28)
em que

"0 0 0 —ap - bo ]

1 0 0 —a b

Q_lAQ% 0 1 --- 0 —ay Q‘lB% ‘:

S : b1

000 - 1 —ang 1

i On—m-1 _
CQ=[0 0 --- 0 1| (Forma Candnica Observavel)

Prova: vide exercicio resolvido A.12.8 do Ogata. O



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Teorema:

A condigao necessaria e suficiente para a cxistcncia ¢ unicidade de solugao
— T
L=l 1, ..L,]

para a equacao (26) é que o par (4, C) seja completamente observavel.



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Prova (Condigao Suficiente):

Considerando que (4, C) seja completamente observavel, podemos fazer

a seguinte mudanga de coordenadas:

x=0Qz (29)
X=0Q2 (30)
onde Q = (WO)™ ! com
_ a; ay o Ap—q 1
¢ (19 sz - 1 0
0 - C.A WA : . .

n-1
LA™ 1 o .- 0 0



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Usando (29) e (30), obtemos o modelo do sistema nas novas coordenadas:
z=Q AQz+ Q™ 'Bu (31)
y = (Qz (32)
e a equagao do observador nas novas coordenadas:

Z2=071402+ Q7 'Bu+ Q L(y —CQ2) (33)

De (31), (32) e (33), obtemos o modelo da dinamica do erro de estimacao
Z 2 7 — Z nas novas coordenadas:

F=A.z

onde A, 2 Q71AQ — Q71LCQ.



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Defina
L2Q 'L 2[6,8; ..0,_1]T (34)
De forma explicita, a matriz de estado Ag pode assim ser escrita na forma:
(000 - 0 —a ] [ o4 -
10 -+ 0 -—a 5.
1
A= 0 1 -~ 0 —ay | _ _ (000 -~ 1]
0 0 1 —an_y | - On-1 ]
i 0 0 0 —py — 51} )
1 0 0 (] — 51
cA =01 0 —az—10, (35)
000 - 1 —apg—ng




XI.2. Projeto de Observador de Estados

Por outro lado, do polindmio caracteristico desejado

Aq(s) £ (S —501)(S — 502) .. (s — Sop)

=s"+a, sV + -+ ags + aqq

obtemos a matriz de estado desejada Aq na FCO:

0 0 0 —ag
1 0 --- 0 —a
Ag = o 1 --- 0 —Qg (36)

00 -+ 1 —apy



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Comparando (35) e (36), obtemos

S
S
|l
K
o
|
Q
o

Por fim, de (34), obtém-se a matriz de ganho L:
L=0Q[ay—ag,a;—aq, .., an_1 —an_1]* (37)
0 0“1 1 r“n—-1 n—1

desde que ) = (W0O) ™1 exista, que por vez exige que (4, C) seja com-

pletamente observavel. B



XI.2. Projeto de Observador de Estados

Métodos de Projeto:

Em seguida, apresentamos dois métodos alternativos que poderemos adotar
para projetar um observador de estados, como o da equagao (19). Esses meto-
dos se baseiam, respectivamente, na prova do teorema do slide 34 e na ideia

da alocagao de polos expressa pela equagao (26).



XI1.2. Projeto de Observador de Estados

Meéetodo 1:

Modelo da Planta Especificagoes
(A, B, C) SOl’SOZ’ ---,Son

1. Verifique se a realizacdo (4, C') é completamente observavel.

>, Calcule amatrizQ = (W0O) ™! de mudanca de coordenadas que
transforma (4, B, C) na FCO (Q71AQ,Q 1B, CQ).!

'Se (4, B, C) ja estiver na FCO, entio Q = I.



XI.2. Projeto de Observador de Estados

3. Obtenha os coeficientes ag, A4, ..., Ay—1 do polindmio caracteristico

de malha aberta:

Apa(s) 2 det(sl —A) =s"+a,_s" 1+ -+a;s+ag

4. Obtenha os coeficientes @, &1, ..., Xp—1 do polindmio caracteristico

desejado:
Ag(s) = (s —Sp1) - (S — Son)
=s"+a, 1"+t ags + aq
5. Calcule a matriz de ganhos do observador:

_ T
L =Qlag—ap,ay —ay, ..., pn_q — ap_4]



XI1.2. Projeto de Observador de Estados

Meéetodo 2:

Modelo da Planta Especificagoes
(A, C, B) SOl’SOZ’ ---,Son

1. Verifique se a realizacdo (4, C') é completamente observavel.

2. Obtenha o polinémio caracteristico desejado:

Ag(s) £ (s —5p1) . (5 — Spp)

=s"+a,_ 1"+t ags + aq



XI.2. Projeto de Observador de Estados

3. Obtenha o polinémio caracteristico da dinamica do erro de estimagao

em funcio dos elementos de L = [l4, 5, ..., ln]T:
A.(s) 2 det(sI —A+ LC)

="+ B (L)s™ -+ B (L)s + Bo(L)

4. Calcule os ganhos [1, [, ..., [;; resolvendo o seguinte sistema de n

equagoes algebricas lineares:

ay = Po(L)
a; = B1(L)

n-1 zlﬁn—l(l’) [



XI.2. Projeto de Observador de Estados

XI.2.3. Exemplo

Servomecanismo de Posig&o Angular

Seja um servomecanismo de posigao angular modelado por

0(s) 2

6) = 70 T 56+ D

onde ©(s) ¢ aTL do sinal de angulo e T(s) éaTL do torque do motor.

Pro]ete um observador de Luenberger para estimar as variaveis de estado

X1 =0ex, = 6 do sistema em questao. Como especificagao de desem-
penho, aloque os polos da dinamica do erro de estimagao em S,1 = S, =

—10.



XI.3. Projeto de Servocontrolador

Planta:

Seja um sistema LIT SISO modelado por
x = Ax + Bu (38)
y = Cx (39)

onde X € R™ ¢ o vetor variavel de estado, € R ¢ a entrada, y € R &
a saida (medida), A € R™™ ¢ a matriz de estado e B € R™ é a matriz
de entrada. Considere que A, B e C sejam conhecidas e que X esteja

disponivel para medigao.



XI.3. Projeto de Servocontrolador

Estrutura da Malha de Controle:

Considere que a malha de controle tenha a seguinte estrutura:

—'—’ N ——»  Planta >

Do dlagrama acima, obtemos a segumte lei de controle:

u= —=Kx + NyC (40)

22



XI.3. Projeto de Servocontrolador

Dinamica em Malha Fechada:
Substituindo (40) em (38), obtemos:
x =Ax + B(—Kx + Ny,.)
x = (A — BK)x + BNy, (41)

Logo, a dinamica do sistema em malha fechada ¢ regida pela matriz de

estado
Aur = A — BK (42)

que coincide com a matriz de estado do sistema em malha fechada me-
diante o regulador u = —Kx (vide slide 8).

Portanto, a matriz K ¢ projetada exatamente como na Secao XI. 1.



XI.3. Projeto de Servocontrolador

Erro em Regime Permanente:

Considere que a entrada de comando seja um degrau de amplitude R:

yc(t) = R x 1(t)

Deseja-se calcular N € R para que, sob esse comando y:(t), o erro em
regime permanente 8(00) = y(oo) — yc(oo) seja nulo.



XI.3. Projeto de Servocontrolador
Da especificagio acima, vem
y(0) = yc(o)
Cx(©) =R (43)

Por outro lado, em regime permanente, a equagao (41) se torna
x(0) = (A — BK)x() + BNR (44)

Considerando que A — BK seja estavel, temos X(00) = 0. Logo, de
(44),

x(00) = —(A — BK)"'BNR (45)



XI.3. Projeto de Servocontrolador

Por fim, substituindo (45) em (43) e isolando IV, obtemos

—1
~ C(A—BK)"!B

N (46)



XI.3. Projeto de Servocontrolador

Lema:

Se (4, B, C) estiver na FCC e se a correspondente FT for
s™+by,_1s™ 1+ -+ bis + b

G(s) =
() s+ a,_ sVt + -+ a;s+ag
entao
k
N =t do (47)
by

onde k1 é o primeiro elemento de K.

Prova: No quadro.



XI.4. Realimentagao de Estados Observados

Planta:

Seja um sistema LIT SISO modelado por
x = Ax + Bu (48)
y = Cx (49)

onde X € R™ ¢ o vetor variavel de estado, € R ¢ a entrada, y € R &
a saida (medida), A € R™™ ¢ a matriz de estado, B € R™ ¢ a matriz

de entrada e C € R™ é a matriz de saida.

Considere que A, B e C sejam conhecidas,



XI.4. Realimentagao de Estados Observados

Considera(;()es:

1. A matriz de ganhos K é calculada de forma a alocar os polos da
dinAmica em malha fechada com a lei 4 = —KX nos pontos

Scl' SCZ’ ey Scn

2. A matriz de ganhos L é calculada de forma a alocar os polos da
dinamica do erro de estimag¢ao nos pontos

Sol, SOZ’ (RN Son

3. O ganho N ¢ calculado de forma que o erro em regime permanente
para comandos do tipo degrau seja nulo. Esse valor ¢

_ k1 + Ao
— bO




XI.4. Realimentagao de Estados Observados

Estrutura da Malha de Controle:
Considere que a malha de controle tenha agora a seguinte estrutura:

Computador

J ¥ Planta >
K i

B

Observador |,

Do diagrama acima, obtemos a seguinte lei de controle:

u=—K%& + Ny, (50)



XI1.4. Realimentacao de Estados Observados

Sera que ao juntar o observador com o controlador, as respectivas

dinamicas previamente proj etadas serao alteradas?




XI.4. Realimentagao de Estados Observados
Principio da Separacao:

Considere um sistema modelado por (48)—(49) e a lei de controle dada
em (50). Considere ainda que (4, B) seja completamente controlavel e

que (4, C) seja completamente observavel.

Substituindo (50) em (48), vem
x=Ax+ B(—KX+ Ny.)
x =(A—BK)x + BKX + BNy, (1)
Por outro lado, a dinamica do erro de estimacao do observador ¢

X¥=(A-LO)X (52)



XI.4. Realimentagao de Estados Observados

Defina agora o vetor variavel de estado aumentado:

v =[] 53

De (51), (52) e (53), obtemos o seguinte modelo dinamico aumentado:

. _|a-BK)  BK . ]
* Onxn  A—LCO)| ™ T [0pq] e O
\ }
24,

A matriz de estado A, descreve as dinamicas do sistema em malha
fechada mediante a lei de controle dada em (50).



XI.4. Realimentagao de Estados Observados

A correspondente equagao caracteristica €

A, (s) 2 det(sl,,, — AL)
A,(s) = \det(sln — A+ BK?kdet(SIn — A+ LC)}
2 Avr () e Ae (s)

donde conclui-se que

os polos do sistema em malha fechada mediante a lei de controle (50) sao

Scl, SCZ’ LRy Scn, Sol, SOZ’ LR Son-
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Procedimento:

Portanto, para projetar um servocontrolador com realimentagao de estados

observados, basta seguir os passos:
I. Calcule K de forma a alocar os polos de Ayjp = A — BK (vide XI.1),

2. Calcule L de forma a alocar os polos de Ag = A — LC (vide X1.2).

3. Implemente a malha de controle do slide 55.
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Exemploz

Seja um servomecanismo de posi¢ao angular modelado por

0(s) 2

O SR CE)

onde ©(s) ¢ aTL do sinal de angulo e T(s) éaTL do torque do motor.
Projete um servocontrolador 4 = —KX + N, para controlar o 4ngulo 0
da planta em questao de forma que

* 0s polos de malha fechada (sem o observador) sejam So; = S = —2;

* os polos do observador sejam S51 = Sy = —8; e

* 0 sistema tenha erro em regime permanente nulo sempre que excitado
com comandos Y. do tipo degrau.
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