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XII.1. Introdução

Ideia:

MPS-43: Sistemas de Controle 3

Computador 

Embarcado

𝑥 𝑡 𝑢 𝑡
Amplificador

Motor

C
A

D

Potenciômetro

𝑥𝑘

C
D

A𝑢𝑘

T

t

t t t

Controlador

T
T



XII.1. Introdução

Comentários:

1. Para um período de amostragem 𝑇 bem pequeno, 𝑢(𝑡) parecerá 

uma função contínua:

2. O computador calcula 𝑢𝑘 por meio de um programa sequencial:
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t

𝑢(𝑡) 𝑢(𝑡)T

t

Repita:
t1 = relógio;

xk = ler(endereço_entrada);

uk = F(xk)

t2 = relógio;

delay(T-(t2-t1));
Fim_Repita

Lei de controle em tempo discreto

escreve(uk,endereço_saída);



XII.1. Introdução

Vimos os Seguintes Controladores no Curso:
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𝐶 𝑠 = 𝐾𝑝 + 𝐾𝑑𝑠

𝐶 𝑠 = 𝐾𝑝 + 𝐾𝑑𝑠 + 𝐾𝑖/𝑠

𝐶 𝑠 = 𝑘𝑐
𝑠 + 𝑏

𝑠 + 𝑎

…

Controlador PD

Controlador PID

Controlador LEAD/LAG

𝑢 = −𝐾𝑥

𝑢 = −𝐾𝑥 + 𝑁𝑦𝑐

𝑢 = −𝐾ො𝑥 + 𝑁𝑦𝑐

Realimentação de estados

ሶො𝑥 = 𝐴ො𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝐿 𝑦 − 𝐶 ො𝑥 Observador de estados



XII.1. Introdução
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Como obter a lei de controle discreta no tempo 

𝑢𝑘 = 𝐹 𝑥𝑘

a partir de leis de controle contínuas no tempo?



Recordando a Transformada Z …



XII.1. Introdução

Transformada Z:

Modele a variável manipulada discreta no tempo por um trem de impulsos:

𝑢∗ 𝑡 = 𝑢0𝛿 𝑡 + 𝑢1𝛿 𝑡 − 𝑇 +⋯+ 𝑢𝑘𝛿 𝑡 − 𝑘𝑇 +⋯

ou

𝑢∗ 𝑡 = 

𝑘=1

∞

𝑢𝑘𝛿 𝑡 − 𝑘𝑇
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XII.1. Introdução

Aplicando a transformada de Laplace em (1), obtemos:

𝑈∗ 𝑠 = 

𝑘=1

∞

𝑢𝑘𝑒
−𝑠𝑘𝑇

Logo, definindo 

𝑧 ≜ 𝑒𝑠𝑇

obtemos de (2) a definição da transformada Z:

𝑈 𝑧 = 

𝑘=1

∞

𝑢𝑘𝑧
−𝑘
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(2)

(3)

(4)



XII.1. Introdução

Estabilidade no Plano Complexo Z:
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XII.1. Introdução

Duas Propriedades Importantes:

Linearidade:

𝑎𝑥𝑘 + 𝑏𝑦𝑘 ⟺ 𝑎𝑋 𝑧 + 𝑏𝑌 𝑧

Deslocamento:

𝑥𝑘−𝑙 ⟺ 𝑧−𝑙𝑋 𝑧
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XII.2. Discretização de Função de Transferência

Transformação de Tustin (bilinear):

É dada pela aproximação de 𝑠 por:

s ≈
2

𝑇

𝑧−1

𝑧+1

Derivação: no tablet.
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XII.2. Discretização de Função de Transferência

Exemplo:

Apresente um algoritmo em pseudolinguagem para a implementação 

digital da lei de controle

𝐶 𝑠 =
𝑈 𝑠

𝐸 𝑠
= 𝑘𝑝 + 𝑘𝑑𝑠,

usando a transformação de Tustin.

Resolução: no tablet.
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XII.2. Discretização de Função de Transferência

Escolha do Período de Amostragem:

O celebrado teorema da amostragem de Nyquist estabelece que, para que 

seja possível reconstruir um sinal a partir de suas amostras, é necessário 

amostrá-lo com uma frequência que seja maior do que o dobro da maior 

frequência desse sinal. 

Na prática, no entanto, recomenda-se uma frequência de amostragem de 

10 a 20 vezes a maior dentre as frequências de corte das funções de 

transferência senoidais que modelam os componentes do sistema (planta, 

sensor e atuadores).
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XII.3. Projeto em Espaço de Estados

Discretização pelo Método ZOH 1:

Seja o modelo em tempo contínuo de um sistema LIT SISO:

ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢

𝑦 = 𝐶𝑥

onde 𝑥 ∈ ℝ𝑛 é o vetor variável de estado, 𝑢 ∈ ℝ é a entrada, 𝑦 ∈ ℝ é a 

saída, 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 é a matriz de estado e 𝐵 ∈ ℝ𝑛 é a matriz de entrada.
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(6)

(7)

1 Zero-Order Hold



XII.3. Projeto em Espaço de Estados

A aproximação discreta no tempo para (6)-(7) usando o método ZOH é 

dada por:

𝑥𝑘+1 = Φ𝑥𝑘 + Γ𝑢𝑘

𝑦𝑘+1 = 𝐶𝑥𝑘+1

onde 

Φ ≜ 𝑒𝐴𝑇

Γ ≜ න
0

𝑇

𝑒𝐴𝛿𝐵 𝑑𝛿

Prova: no quadro.
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(8)

(9)



XII.3. Projeto em Espaço de Estados

Regulador em Tempo Discreto:

É dado por:

𝑢𝑘 = − 𝐾𝑥𝑘

O modelo em malha fechada obtido de (8) e (10) é:

𝑥𝑘+1 = Φ𝑥𝑘 + Γ − 𝐾𝑥𝑘 = Φ− Γ𝐾 𝑥𝑘

O correspondente polinômio característico (em malha fechada) é:

∆MF 𝑧 ≜ det 𝑧𝐼 − Φ + Γ𝐾
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(10)



XII.3. Projeto em Espaço de Estados

Projeto por Alocação de  Polos (Regulador):

Calcule o ganho 𝐾 ∈ ℝ1×𝑛 que faça com que 

∆MF 𝑧 = ∆d
c 𝑧

onde 

∆d
c 𝑧 ≜ 𝑧 − 𝑧1

𝑐 𝑧 − 𝑧2
𝑐 … 𝑧 − 𝑧𝑛

𝑐

e 𝑧1
𝑐, ..., 𝑧𝑛

𝑐 são as posições especificadas (dentro do círculo unitário) para 

os polos de malha fechada do sistema compensado.
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XII.3. Projeto em Espaço de Estados

Observador de Luenberger em Tempo Discreto:

É dado por:

ො𝑥𝑘+1 = Φො𝑥𝑘 + Γ𝑢𝑘 + 𝐿 𝑦𝑘 − 𝐶 ො𝑥𝑘 , ො𝑥0 = ҧ𝑥0

Definindo o erro de observação 𝑥𝑘 ≜ 𝑥𝑘 − ො𝑥𝑘, de (8) e (11) obtemos:

𝑥𝑘+1 = Φ− 𝐿𝐶 𝑥𝑘

e, portanto, o polinômio característico do erro de observação é dado por:

∆e 𝑧 ≜ det 𝑧𝐼 − Φ + 𝐿𝐶
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(11)



XII.3. Projeto em Espaço de Estados

Projeto por Alocação de Polos (Observador):

Calcule o ganho 𝐿 ∈ ℝ𝑛 que faça com que

∆e 𝑧 = ∆d
o 𝑧

onde 

∆d
o 𝑧 ≜ 𝑧 − 𝑧1

𝑜 𝑧 − 𝑧2
𝑜 … 𝑧 − 𝑧𝑛

𝑜

e 𝑧1
𝑜, ..., 𝑧𝑛

𝑜 são as posições especificadas (dentro do círculo unitário) para 

os polos da dinâmica do erro de observação.
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XII.3. Projeto em Espaço de Estados

Exemplo:

Apresente um algoritmo em pseudolinguagem para implementar digital-

mente um servocontrolador com realimentação de estados observados.

Solução: quadro.
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Obrigado pela presença 

e atenção!


