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I1.1.Transformada de Laplace

I[.1.1. Detini¢oes Preliminares

Seja F' uma fungdo da variavel complexa S. Defina:

1. Funcdo analitica: Uma fungao F () ¢ analitica numa regiao do
plano complexo se F(S) e todas as suas derivadas existirem nessa

regiao.
2. Ponto ordinario: E um ponto S no qual F () ¢ analitica.
3. Ponto singular: E um ponto § no qual F () nio ¢ analitica.
4. Polo: E um ponto singular no qual F(s) — oo.

5. Zero: Eum ponto S no qual F(s) = 0.



I1.1. Transformada de Laplace

Por que a'Teoria Classica de Controle utiliza a
Transformada de Laplace,

ao inveés da Transformada de Fourier?

=
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I1.1. Transformada de Laplace

Transformada de Fourier:

A transformada de Fourier da funcio f (t) ¢

oo

S{F(©)} = F(w) 2 f F(De-Totdg 1)

e existe se

> f(t) for seccionalmente continua em todo intervalo finito contido

em —00 <t < 00 e

. f_oooo|f(t)|dt convergir. (2)
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Da definigao acima, identificam-se as seguintes inadequagées da transfor-

mada de Fourier a problemas de controle:

I asfung¢bes temporais que aparecem em sistemas de controle sao
sempre tais que | (t) =0,Vt <ty = 0, de forma que o limite

inferior da integral em (1) poderia ser nulo;

2. acondigao dada pela equagao (2) falha para varias fungGes de inte-

resse em controle, como o degrau € a rampa.
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Transformada de Laplace:

A transformada de Laplace da funcao f(t) €

L{f(t)} = F(s) & foof(t)e‘stdt (3)
0

onde S = 0 + jw, ou seja, ¢ um nimero complexo.

A integral em (3) converge se

» f(t) é seccionalmente continua em todo intervalo finito contido
em(0 <t <o e

. L}im |f(t)]e °t =0, para algum o € R. (4)
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Nota-se que, diferentemente da transformada de Fourier,

* o limite inferior da integral em (3) ¢ nulo;

* a condigao de convergéncia dada pela equagao (4) ¢ satisfeita para as

fungdes degrau e rampa, Vo > 0, pois:

lim 1le %t = 0,Vo > 0,

t—o oo

lim te %t = 0,Vo > 0.

t—o oo

Regiao de
Convergéncia
Im(s) /
; N

i{e (s)



I1.1. Transformada de Laplace

Percebe-se que a regiao de convergéncia da transformada de Laplace e

sempre do tipo:

{s=0c+jweC: og>a.}

. . / . A .
em que o limiar 0, ¢ a abcissa de convergencia.

Regiao de

Convergéncia

Im(s)ﬂ /

»

= >
0 ‘ Re(s)
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Exemplo 1:

Obtenha a transtformada de Laplace (TL) e a abcissa de convergéncia da

funcao degrau unitario:

f<t>=1(t>é{2 20
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Teorema da Extensao (Continuagéo) Analitica:

Se duas fungoes complexas sao iguais ao longo de um arco finito numa
regido em que ambas sao analiticas, entdo elas sao iguais em qualquer

lugar dessa regiao.
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Exemplo 2:

Considere as fungoes
Fi(s) =

F,(s) =

Vo >o,=10

, Vo € R — {0}

“Wilr Gy R

Como Fj e F, sdo iguais em qualquer intervalo finito do eixo real posi-

tivo, conclui-se que Fy e F; sdo iguais em todo o eixo real, exceto no

ponto de singularidade s = 0.

Sendo assim, nao nos preocupemos mais com a abcissa de convergencia!
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Exemplo 3:

Obtenha aTL da fung¢ao exponencial:

0 ,t <0
f(t)_{Ae—at ,tZO
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Exemplo 4:

Obtenha aTL da fung¢ao exponencial:

0 , 6t <0
(&) = {Ale‘“lt + A,e” %t [t >0
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Exemplo 5:

Obtenha aTL da fungdo rampa unitaria:

, <0

f(t)z{(t) t=>0
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Exemplo 6:

Obtenha aTL da fungao parabola unitaria:

(0 . t<0

— 2
f@&) =4t >0
2
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Exemplo 7:

Obtenha aTL da funcido seno:

0 t <0
f®) _{sina)t t=>0
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Exemplo 8:

Obtenha aTL da funcao cosseno:

0 t <0
f) _{cosa)t t=>0



I1.1. Transformada de Laplace

II.1.2. Propriedades

Superposi(;?lo:

L{ia 1) £ ay f,(0)} = a L{f1 ()} £ ax L{f, ()}

Derivacao:

L{f®™ (0} = s"F(s) — s"LF(0) — s (0) ... — sOF (D (0)
df (D))

L{T} = sF(s) — f(0)

Integracao:

t
L{fo f(r)dr} = @
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Deslocamento no Tempo:

L{f(t —1D1(t — 1)} = F(s)e™ "

Deslocamento em s:

L{e"f(D} =F(s — a)

Convolucao Real:

L) * f(0)) = LUf1(O)}Lif2 (D)}

Teorema do Valor Inicial:

lim f(t) = lim sF(s)
t—0 S—00
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Teorema do Valor Final:

Se SF(S) nao contém nunhum polo com parte real maior ou igual a zero:
lim f(t) =lim sF(s)
t—co s—0

|

Valor final
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Exemplo 9:

Calcule o valor final de f(t) para os casos:

7. F(s) =

s(s? +s+2)

2. F(s) =

+w?2
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II1.1.3.Transformada Inversa de Laplace

A transformada inversa de Laplace da funcao F(s) ¢

1 0+ joo
L HF(s)} = — F(s)estds ,t > 0, (5)
277:] g—joo

onde o parametro 0 € R, que define o caminho de integracao, deve ser

escolhido maior que as partes reais de todos os polos de F(s).

Im(s) 4 Regiao de
X ~( Convergéncia
\NZ. A [
o
y Re(s)
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ExpanseTo em Fracoes Parciais:
Seja a seguinte fungao racional:

S smip,, sMm1ip _sM—241..1h.s+h
F(s) = Q(s) _ m—1 m—2 1S+bg

P(s) S"+ap_1S" 1+a,_,s""2+---+a;s+ay

m<n (6

Para calcular a transformada inversa f (t) £ L7HF(s)}, seguiremos o

seguinte procedimento:

> expandir F(S) em francdes parciais;
* obter as transformadas dos termos da expansao; e

* somar os termos transformados.
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Expanséo em Fracoes Parciais - Polos Reais Distintos:

A funcao

Q(s)
(s +p)(s+pz)...(s +py)

F(s) =

pode ser expandida como

A A A
1 n 2 T n
S+p, S+p; S+ Pn

F(s) =

com residuos dados por

A; = Sl_if},.(s + ;) F(s), i=12,..,n.
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Exemplo 10:

Usando expansao em fragGes parciais, calcule a transformada inversa da

seguinte fungao de transferéncia:

55+ 3
(s+1)(s+2)(s+3)

F(s) =
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Expansao em Fra¢des Parciais - Polos Complexos Conjugados:

A funcao
Q(s)

s?+a;s+ag

F(s) =

pode ser expandida como

F(s) =

com residuos A e A™ tais que

A= lim (s + p)F(s)
S—=>-p
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Exemplo 11:

Usando expansao em fragGes parciais, calcule a transformada inversa da

seguinte fungao de transferéncia:
o

F(s) =
(s) 52 4+ 2{w,s + w?
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Expansao em Fragoes Parciais - Polos Reais Repetidos:
A funcao

Q(s)
(s +p)(s +p1) ... (s + Ppy)

F(s) =

pode ser expandida como

A A, _
F(S) _ 1 2 n—k
S+p1 S+ S+ Dn-k
B, B, By
+ + + -+
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com residuos dados por

A; = sl—i>r—r;19-(s + p;)F(s), i=12,...,n—k.

1 dt
— i k N -
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Exemplo 12:

Usando expansao em fragGes parciais, calcule a transformada inversa da

seguinte fungao de transferéncia:

1

Fils) = s(s+1)3(s + 2)
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II1.1.4. Solugao de EDOs Lineares e Invariantes no Tempo

Considere o seguinte problema de valor inicial:
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Solucao UsandoTL:

I Transforme a EDO para o dominio §
2. Manipule a equagdo algébrica resultante de forma a isolar ¥ ()
3. Expanda Y (s) em fracoes parciais

4. Aplique a transformada inversa de Laplace

4

y(t)
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Exemplo 13:

Usando o metodo da transformada de Laplace, resolva o seguinte pro-

blema de valor inicial:

y+3y+ 2y =c1(t)
y(0)=a
y(0)=b
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Vantagens do Método daTL:

I. A transformada de Laplace converte a equagao diferencial numa

equagao algebrica facil de manipular.

2. Fornece a solugao completa (homogénea + particular) numa tnica

operagao.
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I1.2. Resposta Impulso e Funcao deTransferéncia

Seja o sistema modelado por
Y + @y + a oy 4 ay P +agy = u, ()

com condi¢Ges iniciais nulas.
Aplicando a transformada de Laplace em (7), obtem-se
Y(s) 1
U(s) s"+a,_1s"1+a, ,s" 2+ +a;s+ a,

(8)

onde
Y(s) = L{y(t)}
U(s) 2 L{u(t)}

A relagao (8) tambéem caracteriza o sistema modelado por (7), pois dada

uma entrada U(S), ela permite prever a saida Y (S).
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Funcao deTransferéncia:

/
E definida como a razao entre as transformadas de Laplace da saida e da

entrada, considerando que o sistema tenha condigGes iniciais nulas:

Y(s)
U(s)

G(s) ©)
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Definigﬁes Relacionadas a Funcao de Transferéncia:

Seja a fungao de transferéncia:

Sm + bm_lsm_l + bm_zsm_z + + blS + bO
s"+a,_s"T+a, ,s" 2+ -+a;s+a,

G(s) =

G (s) pode ser classificada como:

1. Estritamente prépria: n>m
2. Prépria: n=m

3. Imprépria: n<<m
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Outras defini¢des importantes e relacionadas a FT:
I. Polinébmio caracteristico: A(s) = s™ + a,_1s™ 1 + -+ a;s + aqg

2. Equagéo caracteristica: A(S) =0
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Resposta Impulso:

Seja um sistema modelado por

Y(s)
U(s)

Para uma entrada do tipo impulso unitario,
u(t) =6(t) — U(s) =1

€, portanto, nesse caso,

G(s) =

Y(s) = G(s) (10)

Tomando a transtormada inversa de (10), obtem-se

y(t) = L7HG(s)} (11)
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Pode-se entao definir a resposta impulso do sistema:

g(@t) 2 L7HG(s)} (12)
considerando condig¢oes iniciais nulas.

Seja novamente a relagao

Y(s)
U(s)

Isolando Y (8) e aplicando a transformada inversa,

y(t) = g(t) * u(t)

Ou seja, a saida do sistema ¢ a convolugao de sua resposta impulso com

G(s) =

sua entrada.
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[1.3.1. Método da Expansao em Serie de Taylor

Ideia da Linearizacao por Série de Taylor:

Dado um modelo matematico analitico nao linear, sua linearizagao por
série de Taylor consiste em aproximar cada um de seus termos nao
lineares pela correspondente séerie de Taylor truncada ap(')s O seu termo

de primeira ordem.

Observacao: Frequentemente esse processo leva a um modelo afim,
que claramente nao respeita o principio da superposigao e, portanto, nao
¢ linear. Neste caso, serao necessarias mudangas de variaveis para obter

um modelo de fato linear.
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Expansao em Série de Taylor - Func¢ao Escalar de uma Variavel:

Seja f: R = R uma funcio nao linear diferenciavel. Sua expansao em

série de Taylor em torno de X &

d
f&x) =f()+ d—i(f)(x —X) +
H_/

2 ox
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Expansao em Série de Taylor - Func¢ao Vetorial de Varias

Variaveis:

Seja f: R™ — R™ uma funcio nao linear diferenciavel. Sua expansio

em serie de Taylor em torno de X é

f(x) = f(X) + LX) (X —X) + -
H/_/

£ Ox

Jacobiana
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Exemplo 14:
Seja uma planta nao linear modelada por:
y+ asiny = fu,
onde U € R éaentrada,y € R ¢ asaida, e & € [ sdo parametros.

Usando o metodo da expansao em scrie de Taylor, linearize o modelo

acima em torno do ponto de referéncia Y (t) = Y (cte).
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Exemplo 15:
Seja uma planta nao linear modelada por:
x = f(x,u),

onde 1 € R" éaentrada, X € R™ éasalda,e f: R" X R" — R" ¢

uma fun¢ao nao linear diferenciavel.

Usando o metodo da expansao em scrie de Taylor, linearize o modelo
acima em torno da trajetéria de referéncia X(t) = X(t) (variante no

tempo e diferenciavel).
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Exemplo 16:

Seja uma planta nao linear modelada por:

x1 — x2
X, = —asinx; + fu

onde U € R ¢ aentrada, X1 € R ¢ as saidas, e & ¢ § s3o parametros.

Usando o metodo da expansao em scrie de Taylor, linearize o modelo
acima em torno da trajetoria de referéncia x; (t) = ix; (t) (variante no

tempo e diferenciavel).
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I[.3.2. Metodo da Realimentacao

Seja o sistema modelado por
x = f(x,u),

onde U € R" ¢ a entrada, X € R™ é asaida, e f ¢ uma funcio vetorial

nao linear.

Ideia da lineariza(;éo por realimentagéo:

Consite em estabelecer uma lei de realimentagao do tipo

u = g(x)

que cancele as nao linearidades de f.



I1.3. Lineari1zacao
Exemplo 17:
Seja uma planta nao linear modelada por:

x = f(x) + Bu,

onde U € R ¢ aentrada, x € R ¢ asaida, e f € um parametro.

Usando o metodo de linearizacao por realimentagao, linearize o modelo

acima.



I1.3. Linearizacao
Exemplo 18:
Seja a planta nao linear modelada por:
y+ asiny = fu,

onde U € R éaentrada,y € R ¢ asaida, e & € [ sdo parametros.

Usando o metodo de linearizacao por realimentagao, linearize o modelo

acima.
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11.4. Diagrama de Blocos

O que e?

O Diagrama de Blocos (DB) ¢ uma representagao das fungdes dos

componentes do sistema, bem como do fluxo de sinais entre eles.

As fungoes podem ser representadas por:
1. Uma descricao

2. Um modelo matematico (geralmente, uma fungao de transferéncia).



11.4. Diagrama de Blocos

Componentes:
Ponto
Bloco: Ramo: Juncao: de Soma:
Descricao ou + l+

Modelo ’ .

representa 0
fluxo de sinais
representa uma

funcao do sistema
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Exemplo 19:

Diagrama de blocos com descrigées:

Ye +
O 1 controlador | atuador planta

Yr

Se1nsor
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Exemplo 20:

Diagrama de blocos com modelos matematicos (OBS: ¢ comum embutir
o atuador na planta):

U(s) Y (s)
O | o) ! G(s)

A<

Ye(s)

Y, (s)

Nesse caso, a relagdo entre a saida e a entrada de um bloco ¢ a propria
funcao de transferéncia que representa a sua fungao. Por exemplo:

U(s) Y(s)
O RSRTO

= G(s)
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Exemplo 21:

Diagrama de blocos com modelos matematicos:

ko Qm
O, . o . Es . Es Ll E. 1, T O,, o,
4’0—’ Ky () Ky () Ks RoiTos K T s N

[
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Mais Nomenclatura:

No decorrer do curso, as seguintes fungées de transteréncias serao fre-

quentemente mencionadas:

» Funcao de Transferéncia de Percurso Direto: C(S)G (S)
» Funcao de Transferéncia de Malha Aberta: C(s)G(s)H(s)
* Funcao de Transferéncia de Malha Fechada: Y (s)/Y,(s)

U(s) Y(s)

_|_
) C(s) G(s)

Y.(s)
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Exemplo 22:

No DB do Exemplo 21, deduza a func¢ao de transferéncia de malha

fechada:

0,(s)

M) =8,
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Formula de Mason:

Seja um DB contendo um sinal de entrada Y; e um sinal de saida ¥,. O

ganho (FT) entre Y; e ¥, pode ser calculado por:

N
Yo_lzpA
k=1

onde:

N': Nimero de caminhos diretos entre Y; e ¥,

P}.: Ganho do k-ésimo caminho direto
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A =1 — (soma dos ganhos das malhas individuais) + (soma dos produtos
dois a dois dos ganhos das malhas que nao se tocam) — (soma dos

produtos trés a trés dos ganhos das malhas que nao se tocam) + ...

A ~
A : E calculado como o A, mas considerando apenas as malhas que ndo

tocam no caminho direto k
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Exemplo 23:

No DB do Exemplo 21, deduza a func¢ao de transferéncia de malha

fechada:

0,(s)

M) =8,

usando a formula de Mason.



Obrigado pela presenca

e atencao!



