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IV.1. Definicoes de Estabilidade

IV.1.1. Estabilidade BIBO

Seja um sistema com entrada u(t) e saida y(t). Considere condigoes

iniciais nulas. O sistema em questao ¢ dito BIBO! estavel se,

Para toda entrada u(t) limitada, sua saida y(t) se mantem limitada.

u(t) y(©)

» Sistema

' Bounded input, bounded output.



IV.1. Defini¢oes de Estabilidade

IV.1.2. Estabilidade (no sentido classico)

Seja um sistema LIT com entrada u(t) e saida y(t) modelado por

Y@ + a1y V@) + - ay D () + agy(t) = u(t)

com Cls y(to) = yo, yP (ty) = yél), YD) = yé"_l)-

O sistema em questao ¢ dito estavel (no sentido classico) se, para u(t) = 0,
7 ly@®)]| <M <o, Vt=>t,

2, z}im y(t) =0
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IV.2. Condigoes de Estabilidade

Condicao 1 (estabilidade BIBO):

O sistema LIT modelado pela resposta impulso g(t) € BIBO estavel se e

somente se

Jy lg@lde < Q < .

Caso contrario, o sistema ¢ dito instavel.
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IV.2. Condigoes de Estabilidade

Condicao 2 (estabilidade BIBO):

Para que a Condicao 1 seja satisfeita, ¢ necessario e suficiente que

Os polos de G (s) = L{g(t)} estejam todos localizados no semiplano

complexo da esquerda
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IV.2. Condicoes de Estabilidade

Condicao 3 (estabilidade no sentido cléssico):

Seja um sistema LIT modelado por

YO + a1y V() + - ay P () + agy(t) = u(t)

com Cls y(t) = yo, yP (t) = yél), YD) = yé"_l)-

Esse sistema € estavel (no sentido classico) se e somente se

Re{A;}<0,i=1,...,n

onde A;, I = 1, ..., n sdo os autovalores do sistema. Caso contrario o

sistema e dito instavel.



IV.2. Condigoes de Estabilidade

Adicionalmente, se o sistema tem autovalores no eixo jw, entao ele ¢

dito marginalmente estavel (ou esta no limiar de estabilidade).
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IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

IV.3.1. Solugao da Equagao Caracteristica

Seja um sistema LIT modelado por

G(s) = (s—2)-2) G—z0)

(s =A)(s = 22) . (s = 4)’

Os métodos de determinagdo de estabilidade de G (S) buscam pela loca-

lizagao dos polos A1, 4,,..., A;; no plano complexo S.

| Im{s}
Estavel Instavel
0 > Re{s}
Estavel Instavel




IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Método direto:
Consiste em solucionar a equagao caracteristica

A(s) 2 (s—A)(—21,)..(s+1,)=0

e verificar diretamente a localizagao das raizes A1, 4,,..., 4, que a

satisfaz.

Desvantagem: trabalhoso para sistemas de ordem elevada.



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

IV.3.2. Critério de Routh-Hurwitz
Seja um sistema LIT com polinémio caracteristico
A(s) = a,s™+a,_1s" 1+ -+ ays + a,.

Para que A(s) = 0 nao tenha raizes no semiplano complexo da direita,

€ necessario que

* os coeficientes ag, A4, ..., Axtenham todos o mesmo sinal;

* nenhum dos coeficientes ag, A4, ..., A, se anule.



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Critério de Routh-Hurwitz (condigao necessaria e suficiente):

A equagao caracteristica A(s) =0 possue todas as raizes no semiplano
complexo da csquerda se e somente se nao ha troca de sinais na primeira
coluna da tabela de Hurwitz:

s Coeficientes de A(S)

s" Un-2 QAp—4 QAp—¢

smt An-3 A4n-s an—7]

Sn—2 b2

Sn—3 C,
\ Primeira coluna

5* a2

Sl




IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

onde
b, = An-1Q0n-2 — Qnln-3 b, = An-1An—4 — Anln—s etc
1= 2 — '
An-1 An-1
_ bian_3 —byay_4 _bian_s —bza,_4 et
C1 = 2 Cyr = 2 :
1 1

e assim por diante. O critério de Routh-Hurwitz diz ainda que:

O numero de mudangas de sinal na primeira coluna ¢ igual a0 namero

de raizes de A(s) = 0 no semiplano complexo da direita.

[No Ogata, os Problemas A5.9 e A5.10 apresentam uma prova

matematica do criterio de Routh-Hurwitz. |



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Exemplo 1:
Seja um sistema com equagao caracteristica dada por
2s* 4+ 53 4+ 3s% + 55+ 10 = 0.

Usando o critério de Routh-Hurwitz, analise a estabilidade desse sistema
(diga se ele ¢ estavel ou nao) e, caso seja instavel, determine quantos

polos ha no semiplano Complexo da direita.



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Caso Particular 1:

Se apenas o primeiro elemento de uma linha da tabela for nulo, esse ¢

substituido por £ > 0 para completar a tabela:

An An-2 Ap—1 Qn—¢
Ap—1 An-3 Ap-s5 QAp-7

STl—Z \Q\ bz

O critério de Routh-Hurwitz ainda estabelece que:

Se nao houver mudangas de sinal na primeira coluna, o sistema contem

um par de polos imaginarios (limiar de estabilidade).



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Nesse caso, pode-se determinar a localizagao do par de polos imagina-

rios resolvendo-se a equagao auxiliar:
P(s) 2a, s 14+a, 3s"3..=0,

em que o polindémio auxiliar P (s) ¢é aquele formado pelos coeficientes

da linha imediatamente acima do elemento que anulou.

Caso de fato haja um par de polos imaginarios, P (s) tera grau 2.



IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

Exemplo 2:

Seja um sistema com equagao caracteristica dada por:
3 2 —
s?+2s“+s+2=0.

Usando o critério de Routh-Hurwitz, analise a estabilidade desse sistema.
Caso seja instavel, determine quantos polos ha no semiplano complexo da
direita. Caso esteja no limiar de estabilidade, determine a localizacao do

seu par de polos imaginérios.



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Exemplo 3:

Seja um sistema com equagao caracteristica dada por:
s*+ 53+ 2s*+25s+3=0.

Usando o critério de Routh-Hurwitz, analise a estabilidade desse
sistema. Caso seja instavel, determine quantos polos ha no semiplano
complexo da direita. Caso esteja no limiar de estabilidade, determine a

localizagao do seu par de polos imaginarios.



IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

Caso Particular 2:

Se uma linha da tabela se anula completamente, para completa-la,
substitui-se essa linha pela derivada do polindmio auxiliar P(s),

correspondente a linha imediatamente acima:

sh an An—2 .. / P(s) =a,_1s" 1 +a,_3s" 3.
n—-1
S an_l an_3 saa l
n-—2 fa) fa)
S U U R N
dP(s)

il Day—1s" 2+ (n—3)a,_3s" ...



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Caso nao haja mudangas de sinal na primeira coluna do arranjo, o critéerio
de Routh-Hurwitz ainda estabelece que a equagao caracteristica tem
raizes imaginarias (pode ser mais de um par) dadas pela solugao da

equagao auxiliar:

P(s)=0



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Exemplo 4:

Seja um sistema com equagao caracteristica dada por:
s° + 25* + 24s° + 48s% + 255 + 50 = 0.

Usando o critério de Routh-Hurwitz, analise a estabilidade desse sistema.
Caso seja instavel, determine quantos polos ha no semiplano complexo da
direita. Caso esteja no limiar de estabilidade, determine a localizacao

do(s) seu(s) par(es) de polos imaginarios.



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Exemplo 5 (Aplicagao em Sistemas de Controle):

Seja o sistema de controle em MF:

R(s) + ) 1
T ' s(s2+s+1)(s+2)

Determine o(s) intervalo(s) de valores de K para o(s) qual(is) esse siste-

ma € estavel.



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Exemplo 6 (Aplicagao em Sistemas de Controle):

Seja o sistema de controle em MF:

Determine a regiao dos parametros (K p, K I) para os quais esse sistema

¢ estavel. Represente essa regiao graficamente no plano Kp — Kj.



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

IV.3.3. Critério de Estabilidade de Nyquist

Definicao do Problema:

Seja o sistema de controle em MF da figura:

R (s)_.|_>

* Funcdo de transferéncia da malha: L(s) = C(s)G(s)H(s)

Y(s) C(s)G(s)

* Funcao de transferéncia de MF: M(s) = R(S) = @ o
= A(s



IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

O problema consiste em, a partir do conhecimento de L(s), determinar
a quantidade de polos de M(s) localizados no semiplano da direita (SPD)
do plano s.

Observagoes:
* N3o requer a determinacao direta dos polos de M (s)
* Informacoes necessarias:
1) polos e zeros de L(S); e
2) diagrama de Nyquist de L(s).



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Deﬁnigﬁes Preliminares:

Contornos fecbados e envolvimentos

s
/J o

* O ponto A esta envolvido pelo contorno fechado I'y no sentido anti-horario.

* O ponto B esta envolvido pelo contorno fechado I’ no sentido horario.



IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

Numero de envolvimentos (N)
* Sentido horario: N positivo

* Sentido anti-horario: N negativo

\ _](1) A ](U

)
%,
L)

* O ponto A esta envolvido N = —2 vezes pelo contorno I}

* O ponto B esta envolvido N = +3 vezes pelo contorno I



IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

Princfpio do Argumento:

Seja a fungao racional

CK(s+2z1)(s+23) .. (5 + zi) 1
PO =G G "o

Considere um contorno fechado I'; no plano complexo S e seu mapeamento

[’z no plano complexo F(s):

. Im(s) + Im(F)

S1 > F(Sl)
C 8253 F(sz)
- X F(s3) ‘
0 \r/ Re(s) (\0 /F Re(F)
S F




IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Note que:

* A forma e o sentido de [z dependem da fungao F'(S) em questao;

» Caso queiramos que Iz seja fechado, ¢ necessario supor que I's nao

passa por nenhum dos polos =Py, —P5, ..., =Py, de F(5);

* Caso queiramos (e vamos querer) que I’z nao passe pela origem, ¢
necessario supor que I'g ndo passa por nenhum dos zeros
—Z1,—Z9, ., —Zy de F(5).



IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

Principio do Argumento

Seja a funcao F(S) da equacdo (1). Suponha um contorno fechado I,
escolhido no plano S, com sentido horario, que nao passe por zeros ou
polos de F(s). Denote por Iz o contorno fechado no plano F(s)
resultante do mapeamento de I nesse plano. O Principio do

Argumento diz que:
[z envolve a origem do plano F(s) N = Z — P vezes

onde:
Z: numero de zeros de F () envolvidos por Iy

P: nimero de polos de F(s) envolvidos por I



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Exemplo 1:

+ Im(s) + Im(F)
X >
(N, /)
\{\0) " Re(s) (\0 / Re(F)
X I [r

W N
1l
N =



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Exemplo 2:

+ Im(s) + Im(F)




IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

Critério de Nyquist para Sistemas LIT:

Consiste numa aplicagao imediata do Principio do Argumento, fazendo

F (s) igual ao polinémio caracteristico:
F(s) =1+ L(s)

e escolhendo I’ como sendo o chamado contorno de Nyquist:
Im(s)
Note que este contorno envolve
todo o semiplano complexo
da direita (SCD) no sentido horario.

0 Re(s)

s



IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

Neste caso, temos:

Im(s) 4 Im(l + L)

/7 Ponto critico
0 Re(s) ‘ 0 / Re(1 + L)
I’

1+L

N =7Z-P

P: nimero de polos de 1 + L(S) no SPD = ntimero de polos de L(S) no SPD
Z: ntimero de zeros de 1 + L(S) no SPD = ntimero de polos de M (s) no SPD



IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

Note que a origem do plano 1 + L(s) corresponde ao ponto —1 do
plano L(S). Dessa forma, pode-se usar o contorno [}, em vez de I/,

bastando para tal, trocar o ponto critico da origem para o ponto —1.

Im(s) A Im(L)
L( ) Y‘ Ponto critico
0 Re(s) -1 0/ Re(L)
[
[
S Este contorno ¢ chamado

de Diagrama de Nyquist



IV.3. Métodos de Determinagao de Estabilidade

Criterio de Nyquist
O ntmero de polos de M () localizados no SPD ¢ dado por:
Z=N+P

onde:

N: nimero de envolvimentos do ponto —1 do plano L(s)

pelo contorno I7,

P: ntimero de polos de L(s) localizados no SPD.



IV.3. Métodos de Determinacao de Estabilidade

Exemplo 3:

Seja o sistema LIT em malha fechada com funcao de transferéncia de

malha aberta dada por

C(s)G(s)H(s) =

s(s+0,5)

Analise a estabilidade desse sistema (diga se ¢ estavel ou nao) e, caso seja

instavel, determine a quantidade de polos de malha fechada no SPD.

Diagrama de

Nyquist:

4

MATLAB
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Exemplo 4:

Seja o sistema LIT em malha fechada com funcao de transferéncia de

malha aberta dada por

k

COGOHE) = T+ 2

Analise a estabilidade desse sistema e, caso seja instavel, determine a

quantidade de polos de malha fechada no SPD.

Diagrama de

Nyquist:

4

MATLAB




Obrigado pela presenca

e atencao!



