==

INSTITUTO TECNOLOGICO DE AERONAUTICA
CURSO DE ENGENHARIA MECANICA-AERONAUTICA

MPS-43: SISTEMAS DE CONTROLE

[ZES

VI. METODO DO LUGAR GEOMETRICO DAS RA]

Prof. Davi Anténio dos Santos (davists(@ita.br)

Departamento de Mecatronica

http: // WWW.professordavisantos.com — courses/MPS-43

Agosto/2022

Sao Jose dos Campos


mailto:davists@ita.br
http://www.professordavisantos.com/

Sumario

VI. METODO DO LGR

VI.1. Definicao de LGR

V1.2, Aplicagées em Sistemas de Controle

VI.3. Condigdes de Madulo e Fase

V1.4, Propriedades de LGRs

VIL.5. Esboco de LGRs

VI.6. Ajuste de Ganho de Controladores Usando o LGR



Detinicao de LGR



VIL.1. Definicao

Considere a seguinte equagao algébrica na variavel s € C:

Q(s) — 0 (1)

F(S)=1+KP(S) =

onde K € R é um parémetro arbitrario e

Q(s) =s™+b,,_;s™ 1+ + b;s+ b,

P(s)=s"+a,_s" 1 +--+a;s+aq

emqueaiE]R,l'=0,1,...,n—1ebj E]R,j=0,1,...,m—1se~10

constantes conhecidas; n > m.



VIL.1. Definicao

Definicao de LGR:

O Lugar Geometrico das Raizes (LGR) referente a equagao (1) consiste
no grafico, no plano S, de suas raizes para todos os valores do parametro
arbitrario K € (—o0,00).

Q(s) (1)

F(S):1+KP(S):0

grau n



o wrsansisemasdeContole
VIL.1. Definicao

Comentarios:

I. Neste curso, o LGR sera aplicado na localizacao dos polos de malha
fechada, de sistemas de controle, em fungao de um parametro da

planta ou do controlador.
2. Vamos sempre considerar K = 0.

3. Embora seja possivel a construgao de LGRs considerando a variagao
de multiplos parametros, isso sera evitado neste curso, pois a

complexidade adicionada nao a justifica.*

*O lugar geométrico resultante ¢ chamado de contorno das raizes. Vide detalhes em

(OGATA, 2010)



Aplicagdes em Sistemas de Controle



V1.2, Aplicaf;ﬁes em Sistemas de Controle

Seja o sistema de controle modelado pelo seguinte diagrama de blocos:

Lei de Controle Planta
Ye(s) +~ K.00) U(s) G Y(s)
Sensor
5 pgs)
A equagao caracteristica desse sistema ¢
KP
1+ C(s)G(s)H(s) =0 (2)
S+a

onde C(s), G(s) e H(s) sio funcdes racionais em S e K,€EReact€

R sao parémetros da malha.



VI.2. Aplicages em Sistemas de Controle

Exemplo (de Aplicagio) 1:

Considerando o ganho K = K, ajustavel, a equacao caracteristica (2)

fica com a forma da equagao (1), mediante a escolha:

Q(s) C(s)G(s)H(s)
P(s) s+a

Logo, conclui-se que, em sistemas de controle,

O LGR pode ser usado para estudar a influéncia de um ganho Kp de

malha aberta sobre a localizagao dos polos de malha fechada do sistema.



VI.2. Aplicages em Sistemas de Controle

Exemplo (de Aplica(;?lo) 2:

Manipulando a equagao caracteristica (2), obtemos

st+a+K,C(s)G(s)H(s) 0
s+a B

que, para S # —a, equivale a
sta+K,C(s)G(s)H(s) =0
ou ainda

a
s+ K,C(s)G()H(s)

1+ 0 (3)



V1.2, Aplicaf;ﬁes em Sistemas de Controle

Considerando K = a como parametro ajustavel, a equagao caracteristica

(3) tica com a forma da equagao (1), mediante a escolha:

Q(s) 1
P(s) s+ K,C(s)G(s)H(s)

Logo, conclui-se que, em sistemas de controle,

O LGR pode ser usado para estudar a influéncia da posi¢ao — @ de um
polo de malha aberta sobre a localizagao dos polos de malha fechada do

sistema.



Condi¢oes de Modulo e Fase



VI.3. Condi¢oes de Modulo e Fase

De agora em diante, sera considerado como parametro dos LGRs so-
mente um ganho de malha aberta K = 0, que pode indistintamente ser
um ganho do controlador, da planta, ou do sensor.

Seja o sistema modelado pelo seguinte diagrama de blocos:

Ye(s) U(s) Y(s)
O KC(s) ()

Y, (s)

A equagao caracteristica desse sistema ¢

1+ KC(s)G(s)H(s) =0



VI1.3. Condi¢des de Modulo e Fase

donde obtemos a equagao algebrica

C(s)G(s)H(s) = —% (3)

que ¢ satisfeita desde que as seguintes duas condi¢oes tambem sejam:

1. Condigao de Modulo (ou de Magnitude):
1
IC()G()H ()] =

2. Condi¢ao de Fase (ou de Angulo):
4C(s)G(s)H(s) = £180° x (21 + 1), [=0,1,2,..



VI1.3. Condi¢des de Modulo e Fase

Comentarios:

* A condicao de fase fornece o tracado do LGR do sistema.

* A condi¢ao de modulo fornece o valor de K para cada ponto do LGR.



VI1.3. Condi¢des de Modulo e Fase

Exemplo 3:
Seja o sistema do diagrama de blocos com FTMA dada por:

(s + z1)

COEOHS) = T S50

Como verificar se o ponto S; € C pertence ao LGR desse sistema?

Ye(s) U(s) Y(s)
O KC(s) G(s)

Vamos fazer no quadro



VI1.3. Condi¢des de Modulo e Fase

Exemplo 4 (neste ponto, isto ¢ um desafio):

Seja o sistema do diagrama de blocos com FTMA dada por:

C(s)G(s)H(s) = SGED

Usando a condicao de fase, trace o LGR desse sistema.

N U(s) Y (s)
) » WC(s) » G(s) ,

-

Y.(s)

Vamos fazer no quadro



Propriedades de LGRs



VI4. Propriedades de LGRs

Veja aqui um exemplo de LGR (tragado no MATLAB):

>>
>>
>>
>>

1]

2 1 1 2
um, den) ;
) ;

imaginario (second5'1}
B o R L o
T T

0

(i)
T

-
T

]
T

Lugar Geom

étrico das Raizes

ramos

| Frequency (rad/s): 2.56

System: CGH
Gain: 9.85
Pole: -2.56
Damping: 1
Overshoot (%): 0

N

zero de mélha

aberta

1
(=3}

5 4 3 2

-1 0

real (seoonds'1)

alha



VI4. Propriedades de LGRs

1. Origem e Destino dos Ramos do LGR:

Origem, K = 0: polos de malha aberta

Destino, K = 00: zeros de malha aberta

Explicagao:

1 —00 . se K = 0
C(s)G(s)H(s) = - <

0,se K » oo



VI4. Propriedades de LGRs

2. Numero de Ramos do LGR:

/
E 1gua1 ao grau do pohn6m10 caracteristico.

Explicagao:
Para cada valor de K, a equacao caracteristica
1+ KC(s)G(s)H(s) =0

tem 7 raizes, em geral, distintas.



VI4. Propriedades de LGRs

3. Simetria:

Os LGRs sao simetricos em relagao ao eixo real.

Explicagao:

Como os coeficientes do polinomio caracteristico sio sempre reais, suas

solucoes sdo reais e/ ou pares complexos conjugados.



VI4. Propriedades de LGRs

4. Angulos das Assintotas:

Quando . > m, a funcao C(s)G (S)H(S) apresenta zeros no infinito; o na-
mero de zeros no infinito ¢ 1 — M. Logo, o LGR apresenta 1 — M assintotas.

Seus angulos de inclinagao sao:

o

a; = + x(2i+1), i=01,..

n—m
Explicagao:
Considere que a FTMA tenha a forma:

K(s™+ b,_1s™ Y+ -+ bys + by)

C(S)G(S)H(S) — SN+ an_lsn—l + -+ a;s+ag

,n>m  (4)



VI4. Propriedades de LGRs

O comportamento de (4) no infinito pode ser aproximado por:
lim C(s)G(s)H(s) = lim K s™™™
§—00 §—00
Entao, num ponto S no infinito, a condicao de fase resulta em
A(Ks™™™) = +180° x (2l +1),l=10,1, ...

(n—m)as = +180° x (21 +1),l=0,1, ...

)

4s = +

x 2L+ 1),l =01, ... o
n—m



VI4. Propriedades de LGRs

5. Intersecao das Assintotas:

Considere que a FTMA tenha a seguinte forma:

(s+2z)(+2y)...(s+ z,)

n > (5)
GHp)G+p) G+

C(s)G(s)H(s) =

As assintotas do LGR se cruzam no eixo real, na coordenada:

n m

n—m

Oq =



VI4. Propriedades de LGRs
Explicagao:
Da Algebra, sabe-se que a equagao (5) pode ser reescrita como

m_I_Z] “q ] m—l_l_”,

(6)

C(s)G(s)H(s) =

Dividindo o denominador de (6) pelo seu numerador, obtemos

nm+(z=pl z}l )nm1+



VI4. Propriedades de LGRs

Portanto,

C(s)G(s)H(s) =

s+ (Zi pi — ?lej)sn_m_l T

€ a equagao caracteristica se torna

"m+(z i — z )"m1+ -+ K =0,
j=1

que, para grandes valores de S, pode ser simplificada como



VI4. Propriedades de LGRs

n S ym N\
(S n i=1Di ]=1Z]) = 0. (7)
n—m

Logo, a intersegao das 1 — MM assintotas ocorre na raiz de multiplicidade
n—mde (7),i.e.,

n m

n—m

O, = O



VI4. Propriedades de LGRs

7. LGR sobre o Eixo Real:

Existe nos pontos do eixo real tais que a soma do niimero de polos e

zeros de C(S)G (S)H(S) a sua direita seja impar.

Exemplo:

4+ Im(s)

» Re(s)




VI4. Propriedades de LGRs

8. Intersecoes do LGR com o Eixo Imaginério:

Podem ser determinadas mediante o critério de Routh-Hurwitz.

Para detalhes, vide casos particulares 1 e 2 do critério de Routh-Hurwitz,

no Capl'tulo 4 deste curso.



VI4. Propriedades de LGRs

9. Angulo de Chegada/ Saida:

O éngulo de chegada num zero de MA ou de saida de um polo de MA
pode ser determinado mediante a aplicagdo da condicao de fase a um

ponto de teste t muito prc')ximo do polo/ zZero em questao.

0, / ‘Im(s) Da condi¢ao de fase,

_01 - 92 - 93 - ¢1 — i1800(2l + 1)
b1 \91

—Z1 )A 0/ P1 Re(s)
03
—DP3




VI4. Propriedades de LGRs

10. Pontos de Intersecao entre os Ramos:

No livro (OGATA, 2010), tais pontos sao chamados de pontos de sepa-

racao. Eles correspondem aos pontos de solu¢oes multiplas da equagao

caracteristica do sistema:

F(s) =1+ KC(s)G(s)H(s) = 0

Os pontos de separagao podem entdo ser determinados resolvendo-se a
equagao
dF(s)
ds

0




VI4. Propriedades de LGRs

Pode-se mostrar que os pontos de separagao podem opcionalmente ser

determinados resolvendo-se a equagao

dK(s)
ds =0
onde
X —1
K 2 e @G
Explicagao:

Seja a equagao caracteristica:

F(s) =1+ KC(s)G(s)H(s) (8)



VI4. Propriedades de LGRs

Derivando (8), a condi¢io dF (s)/ds = 0 fica

dF(s) _ Kd(C(s)G(s)H(s)) 0
ds ds

donde obtemos a nova condicao

d(C(s)G(s)H(s)) - )
ds o

Mas definimos acima:

KE) = e mHG) i




VI4. Propriedades de LGRs

Derivando (10) em relagao a S, obtemos

dK(s) 1 d(C(s)G(s)H(s))

= ; (11)
s (CO®EEH)) as

Logo, usando (9), a equagao (11) pode ser reescrita como

dK (s)
ds ¥




Esboco de LGRs



VL.5. Esboco de LGRs

Exemplo 5:

Seja um servomecanismo de posi¢ao angular, controlado por um contro-

lador proporcional, modelado pelo seguinte diagrama de blocos:

Vo) o U(s) Y(s)

k
o/ KP s(s+a)

Esboce o LGR desse sistema, considerando K, como parametro ajustavel.

Note que se consideramos K como parametro ajustavel, o LGR sera exata-
mente o mesmo.



VLS. Esboco de LGRs

Exemplo 6:

Seja um servomecanismo de posi¢ao angular, controlado por um contro-

lador PD, modelado pelo seguinte diagrama de blocos:

Ye(s) +~ Ul(s) Y(s)

k
\/ ,Kp-l-KdS 1 S(ota)

Esboce o LGR desse sistema, considerando K; como parametro ajustavel.



VLS. Esboco de LGRs

Exemplo 7:

Seja um sistema de controle modelado pelo seguinte diagrama de blocos:

YC(S) U(S)

Y(s)

2

_|_
() K 5(54+2)(5+3)

N

Esboce o LGR desse sistema, considerando K como parametro ajustavel.



Aplicagao: Ajuste de Ganho de Controladores



VI.6. Ajuste de Ganho de Controladores Usando o LGR

Seja um sistema de controle modelado pelo seguinte diagrama de blocos:

Ye(s) U(s) Y(s)
0 KC(s) G(s)

Y- (s)

H{(s)

Frequentemente se deseja ajustar o ganho K do controlador para que o
sistema em malha fechada apresente um par de polos complexos conforme

especificado :

s¢, = —(%wE + jwi1 — ({8)?



VI.6. Ajuste de Ganho de Controladores Usando o LGR

Desde que Sle,z estejam sobre o LGR do sistema, tal ajuste pode ser feito

mediante a condicao de modulo:

1
CHGEHHEDI = 7

Claro, se os polos de malha fechada especificados Sle,z nao pertencerem ao

LGR, esse ajuste nao sera possivel.



VI.6. Ajuste de Ganho de Controladores Usando o LGR

Exemplo 8:

Seja um sistema de controle modelado pelo seguinte diagrama de blocos:

Ye(s) o U(s) Y (s)
1
O K 35105

Ajuste o ganho K para que o sistema tenha o seu par de polos de malha
fechada posicionado em

s¢, = —0,25 + j0,5

Com tal valor de ganho, qual deve ser o tempo de pico t}, e a maxima

ultrapassagem M, da saida y(t) quando a entrada Y, (t) for comandada

. / °
com um degrau unitario?



Obrigado pela presenca

e atencao!



